
July 9, 2025

量子力学２講義ノート

諸井健夫



参考文献
講義の理解に参考となる教科書

• 量子力学：猪木慶治、川合光（講談社）
• 量子力学：ディラック（岩波書店）
• ファインマン物理学〈5〉量子力学：ファインマン（岩波書店）
• 現代の量子力学：JJ サクライ（吉岡書店）
• · · ·

1



1 中心力場のSchrödinger方程式
1.1 ３次元のSchrödinger方程式
多少の復習：

• 量子力学における「状態」：Hilbert空間の「ベクトル」
|ψ(t)⟩（Schrödinger描像）

• Hilbert空間の「基底」：互いに可換な演算子の固有状態
１次元量子力学の時：（例えば）位置演算子の固有状態に基底をとる
x̂ |x⟩ = x |x⟩（注：x̂は Schrd̈inger描像の演算子で時間に依らない）
⇒ 波動関数：ψ(t, x) = ⟨x|ψ(t)⟩

• Schrödinger描像では、状態は Schrödinger方程式に従って時間発展

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩

ハミルトニアンは（多くの場合）古典論からの類推で決定。

３次元の量子力学（１粒子を扱う）：

• 力学変数（正準変数）：x、y、z（あるいは xi with i = 1− 3）
• 正準運動量：px、py、pz（あるいは pi with i = 1− 3）

量子力学では、それぞれに対応した演算子がある

• x̂i、p̂i
⇒ 交換関係：[x̂i, p̂j] = iδij, [x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0

⇒ ３つの座標演算子は可換なので、それらの同時固有状態を考えることができる：
|x, y, z⟩ ≡ |x⃗⟩ , ⟨x⃗|x⃗′⟩ = δ(3)(x⃗− x⃗′)

３次元の量子力学における波動関数：

• ψ(t, x⃗) ≡ ⟨x⃗|ψ(t)⟩

波動関数に対する運動量演算子の作用：⟨x⃗| p̂i |ψ(t)⟩ = −iℏ ∂

∂xi
⟨x⃗|ψ(t)⟩
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ハミルトニアン：

H =
1

2m
(p̂2x + p̂2y + p̂2z) + V (x, y, z, t)

波動関数の従う Schrd̈inger方程式

iℏ
∂

∂t
ψ(t, x⃗) =

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (t, x⃗)

]
ψ(t, x⃗)

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=
∑
i

∂2i

1.2 球対称な（時間によらない）ポテンシャル
以下、V = V (r) with r ≡

√
x2 + y2 + z2

• ポテンシャルが時間によらないので、エネルギー固有状態の波動関数を考える
ψ(t, x⃗) = e−iEt/ℏφ(x⃗)

⇒ Eφ(x⃗) =

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

]
φ(x⃗)

球対称ポテンシャルに対しては、極座標を用いるのが便利：

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

極座標でのラプラシアン

∇2 =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ2
.

ということで、解くべき方程式：

Eφ(x⃗) =

[
− ℏ2

2m

(
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ2

)
+ V (r)

]
φ(x⃗) (1.1)

この方程式を、変数分離法を用いて解く：

φ(x⃗) = R(r)Y (θ, ϕ).
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Eq. (1.1)を−(ℏ2/2m)−1r2倍して整理すると：

r
∂2

∂r2
r(RY ) +

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
(RY ) +

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ2
(RY )− 2mr2

ℏ2
(V − E)(RY ) = 0.

⇓ × 1

RY

r

R

∂2

∂r2
(rR)− 2mr2

ℏ2
(V − E) = − 1

Y

(
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂

∂ϕ2

)
Y (1.2)

Eq. (1.2)：

• 左辺：rのみの関数（V は中心力ポテンシャル）
• 右辺：θと ϕのみの関数
⇒ 両辺とも定数（λとする）

特に角度部分の満たす方程式：

−
(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂

∂ϕ2

)
Y = λY. (1.3)

1.3 球面調和関数
Yℓ,m(θ, ϕ)：Eq. (1.3)に従う球面上で定義された関数：

• 全ての (θ, ϕ)で有界
• １値関数（球面上で）

Yℓ,mを求めるため、以下の演算子を定義：

ℓ̂1 = −i(x2∂3 − x3∂2) =
1

ℏ
L̂1 =

1

ℏ
(x̂2p̂3 − x̂3p̂2)

ℓ̂2 = −i(x3∂1 − x1∂3)

ℓ̂3 = −i(x1∂2 − x2∂1)

あるいは：ℓ̂a = −iϵabcxb∂c

• ϵabc：完全反対称テンソル

ϵabc =


+1 : (a, b, c) = (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2)
−1 : (a, b, c) = (2, 1, 3), (1, 3, 2), (3, 2, 1)
0 : otherwise
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• ２つ重複する添字については 1− 3で和をとる。

極座標では：

ℓ̂1 = i sinϕ∂θ + i cosϕ cot θ∂ϕ,

ℓ̂2 = −i cosϕ∂θ + i sinϕ cot θ∂ϕ,

ℓ̂3 = −i∂ϕ.

⇒ ℓ̂2 ≡ ℓ̂21 + ℓ̂22 + ℓ̂23 = −
(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂

∂ϕ2

)
ちなみに３次元ラプラシアン：

∇2 =
1

r

∂2

∂r2
r − ℓ̂2

r2
.

交換関係：

[ℓ̂1, ℓ̂2]f(θ, ϕ) = (ℓ̂1ℓ̂2 − ℓ̂1ℓ̂1)f(θ, ϕ)

= (−i)2[(x2∂3 − x3∂2){(x3∂1 − x1∂3)f} − (x3∂1 − x1∂3){(x2∂3 − x3∂2)f}]
= − (x2∂1 − x1∂2)f = iℓ̂3f

従って：

[ℓ̂1, ℓ̂2] = iℓ̂3, [ℓ̂2, ℓ̂3] = iℓ̂1, [ℓ̂3, ℓ̂1] = iℓ̂2.

⇒ [ℓ̂2, ℓ̂1] = [ℓ̂2, ℓ̂2] = [ℓ̂2, ℓ̂3] = 0

可換な微分演算子のセットとして ℓ̂2と ℓ̂3を選ぶ：

⇒ ℓ̂2と ℓ̂3の同時固有関数が存在（球面調和関数 Yℓ,m）

ℓ̂2Yℓ,m = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m, ⇔ λ→ ℓ(ℓ+ 1) (1.4)

ℓ̂3Yℓ,m = mYℓ,m, (1.5)

まず Eq. (1.5)から：

−i ∂
∂ϕ
Yℓ,m = mYℓ,m. ⇒ Yℓ,m = Θℓ,m(θ)e

imϕ.

Yℓ,mは１値関数：Yℓ,m(θ, ϕ+ 2π) = Yℓ,m(θ, ϕ)

⇒ mは整数
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続いて θ依存性：

−
(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− m2

sin2 θ

)
Yℓ,m = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m.

⇓ µ ≡ cos θ,
d

dµ
= − 1

sin θ

d

dθ

− d

dθ
(1− µ2)

dΘℓ,m

dµ
− ℓ(ℓ+ 1)Θℓ,m +

m2

1− µ2
Θℓ,m = 0.

ちょっと変形して：

(1− µ2)
d2Θℓ,m

dµ2
− 2µ

dΘℓ,m

dµ
+

[
ℓ(ℓ+ 1)− m2

1− µ2

]
Θℓ,m = 0.

従って、Θℓ,mはルジャンドルの陪関数と同じ方程式を満たす。

⇒ 有界性から ℓはゼロ以上の整数

コメント：m = 0のときの考察（ℓが非負の整数ということに関連して）

(1− µ2)
d2Θℓ,0

dµ2
− 2µ

dΘℓ,0

dµ
+ ℓ(ℓ+ 1)Θℓ,0 = 0. (1.6)

Θℓ,0を級数展開して求めてみる：

Θℓ,0(µ) =
∞∑
n=0

cnµ
n. ⇒ Θ′

ℓ,0 =
∑
n

ncnµ
n−1, Θ′′

ℓ,0 =
∑
n

n(n− 1)cnµ
n−2

Eq. (1.6)に上の展開式を代入して：

0 =
∑
n

[
cnn(n− 1)(µn − µn−1) + 2cnnµ

n +−ℓ(ℓ+ 1)µn
]

=
∑
n

[{n(n+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)}µncn − (n+ 2)(n+ 1)cn+2]µ
n.

従って：cn+2 =
n(n+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)
cn

• c0と c1は未定
• cn（n ≥ 2）は上の漸化式できまる。

Θℓ,0 = c0

∞∑
n′=0

(c2n′/c0)µ
2n′

+ c1

∞∑
n′=0

(c2n′+1/c1)µ
2n′+1
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n→ ∞とすると、(cn+2/cn) → 1

Θℓ,0 ∼ c0
∑
n′

1 + c1
∑
n′

1 ∼ ∞ (?)

ℓが非負の整数なら、このような振る舞いを防げる

⇔ cℓ+2 =

[
n(n+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)

(n+ 2)(n+ 1)

]
n→ℓ

cℓ = 0

まとめると：

Yℓ,m(θ, ϕ) = (−1)m

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ− 1)!

(ℓ+ 1)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ.

Yℓ,−m(θ, ϕ) = (−1)ℓYℓ,m(θ, ϕ)

Pm
ℓ (µ) =

1

2ℓℓ!
(1− µ2)m/2 d

ℓ+m

dµℓ+m
(µ2 − 1)ℓ

軌道角運動量演算子の固有値の満たすべき条件：
• ℓ̂2の固有値：ℓ(ℓ+ 1)、ただし ℓは非負の整数
• ℓ̂3の固有値：m（−ℓ ≤ m ≤ ℓの整数）
mの値の範囲はここでは説明していないが、̂ℓ2 = ℓ̂21+ℓ̂

2
2+ℓ̂

2
3から、m2 ≤ ℓ(ℓ+1) < (ℓ+1)2

から大体明らか。詳しい説明は角運動量の説明のところで。
ℓ ≤ 2の具体例：
Y0,0 =

1√
4π

Y1,−1 =

√
3

8π
sin θe−iϕ, Y1,0 =

√
3

4π
cos θ, Y1,1 = −

√
3

8π
sin θeiϕ

Y2,±2 =

√
15

32π
sin2 θe±2iϕ, Y2,±1 = ∓

√
15

8π
sin θ cos θe±iϕ, Y2,0 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

いくつか、知っておくべきこと：
• 球面調和関数は規格直行関数：∫

dΩY ∗
ℓ,m(θ, ϕ)Yℓ′,m′(θ, ϕ) ≡

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕY ∗
ℓ,m(θ, ϕ)Yℓ′,m′(θ, ϕ) = δℓ,ℓ′δm,m′

• Yℓ,mは完全系をなす、従って球面上で定義された関数は Yℓ,mを用いて展開できる。

f(θ, ϕ) =
∞∑
ℓ=0

ℓ∑
m=−ℓ

aℓ,mYℓ,m(θ, ϕ) aℓ,m =

∫
dΩY ∗

ℓ,m(θ, ϕ)f(θ, ϕ)
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1.4 動径方向波動関数
球対称なポテンシャルの場合、波動関数の角度依存部分は球面調和関数に取ることができる。

Eφ(x⃗) =

[
− ℏ2

2m

(
1

r

∂2

∂r2
r − ℓ̂

r2

)
+ V (r)

]
φ(x⃗)

上式に φ = Rℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ)を代入してRℓの満たす方程式を書くと：[
− ℏ2

2m

(
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
+ (V − E)

]
Rℓ = 0.

Rℓ（およびそれに対応したエネルギー固有値）が求まれば、一般解も求まる：

ψ(t, x⃗) =
∑
n

∑
ℓ,m

e−iEn,ℓt/ℏRn,ℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ).

ここで、ψn,ℓ,m ≡ e−iEn,ℓt/ℏRℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ)は角運動量の固有状態を表す。

ˆ⃗
L ≡ ˆ⃗x× ˆ⃗p = ℏˆ⃗ℓ

⇒ ˆ⃗
L2ψn,ℓ,m = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2ψn,ℓ,m

⇒ ˆ⃗
Lzψn,ℓ,m = mℏψn,ℓ,m

状態を指定する３つの量子数：

• エネルギー：En,ℓ

• 「角運動量の大きさ」：ℓℏ
• 角運動量の z-成分：mℏ

Notice:

エネルギー固有値とRn,ℓとは、m（ℓ̂zの固有値）に依らない。

1.5 ３次元井戸型ポテンシャル
例として以下のポテンシャルを考える：

V =

{
0 : r < a
∞ : r ≥ a
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エネルギーと角運動量の固有状態に対応した波動関数を求めてみる：

ψ(t, x⃗) ∼ e−iEn,ℓt/ℏRn,ℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ).

以下、面倒なので添字（nと ℓ）は書かない。
動径方向の波動関数の満たす方程式（at r < a）：

d2R

dr2
+

2

r

dR

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

r2
R +

2mE

ℏ2
R = 0. (1.7)

満たすべき境界条件：

R(r = a) = 0. (1.8)

以下の量を定義：

k ≡
√

2mE

ℏ2
⇒ ρ = kr

すると Eq. (1.7)は以下のようになる：

R′′ +
2

ρ
R′ +

[
1− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

]
R = 0. ′ ≡ ∂ρ

これは、球ベッセル関数の満たす微分方程式：

⇒ 一般解は球ベッセル関数 jℓと球ノイマン関数 nℓの線形和
⇒ 球ノイマン関数 nℓは原点で発散する

jℓ(ρ→ 0) ∼ O(ρℓ), nℓ(ρ→ 0) ∼ O(ρ−(ℓ+1))

⇒ R(r) = (const.)× jℓ(kr)

球ベッセル関数 jℓの n番目のゼロ点を ρ̄
(n)
ℓ とする。

⇒ 境界条件 (1.8)から、エネルギーの量子化条件が得られる：

k
(n)
ℓ a = ρ̄

(n)
ℓ ⇒ E

(n)
ℓ =

ℏ2

2ma2
(ρ̄

(n)
ℓ )2

ベッセル関数のゼロ点の数値、Table 1の通り：
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n = 1 n = 2 n = 3 · · ·
ℓ = 0 3.14 6.28 9.42
ℓ = 1 4.49 7.73
ℓ = 2 5.76 9.10
ℓ = 3 6.99
ℓ = 4 8.18
ℓ = 5 9.36

Table 1: 10以下の球ベッセル関数 jℓの n番目のゼロ点。

1.6 ２体問題
２体問題：ふたつの区別可能な粒子がある場合を考える

• 粒子１：質量m1、位置演算子 ˆ⃗x1 = (x1, y1, z1)、運動量演算子 ˆ⃗p1

• 粒子２：質量m2、位置演算子 ˆ⃗x2 = (x2, y2, z2)、運動量演算子 ˆ⃗p2

波動関数：

ψ(t, x⃗1, x⃗2) = ⟨x⃗1, x⃗2|ψ(t)⟩

ハミルトニアン：

H =
1

2m1

ˆ⃗p21 +
1

2m2

ˆ⃗p22 + V (ˆ⃗x1, ˆ⃗x2) → − ℏ2

2m1

∇2
1 −

ℏ2

2m2

∇2
2 + V (x⃗1, x⃗2)

∇2
i = ∂2xi

+ ∂2yi + ∂2zi

ポテンシャルが粒子間の距離のみに依存する場合を考える。

V = V (|x⃗1 − x⃗2|)

エネルギー固有状態の波動関数に対する Schrödinger方程式：[
− ℏ2

2m1

∇2
1 −

ℏ2

2m2

∇2
2 + V (|x⃗1 − x⃗2|)

]
φ(x⃗1, x⃗2) = Eφ(x⃗1, x⃗2)

重心座標と相対座標の導入：

• R⃗ ≡ m1x⃗1 +m2x⃗2
m1 +m2

≡ (ξ, η, ζ)
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• r⃗ ≡ x⃗1 − x⃗2 ≡ (x, y, z)

変数変換：
∂

∂x1
=

∂ξ

∂x1

∂

∂ξ
+

∂x

∂x1

∂

∂x
=

m1

m1 +m2

∂

∂ξ
+

∂

∂x
,

∂

∂x2
=

∂ξ

∂x2

∂

∂ξ
+

∂x

∂x2

∂

∂x
=

m2

m1 +m2

∂

∂ξ
− ∂

∂x
,

· · ·

を用いて
1

2m1

∇2
1 +

1

2m2

∇2
2

=
1

2m1

[
m2

1

(m1 +m2)2
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂x2
+

2m1

m1 +m2

∂

∂ξ

∂

∂x
+ · · ·

]
+

1

2m2

[
m2

2

(m1 +m2)2
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂x2
− 2m2

m1 +m2

∂

∂ξ

∂

∂x
+ · · ·

]
+ · · ·

=
1

2(m1 +m2)

(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2
+

∂2

∂ζ2

)
+

1

2

(
1

m1

+
1

m2

)(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
系の全質量と、換算質量（reduced mass）を定義：

• M = m1 +m2

• µ ≡
(

1

m1

+
1

m2

)−1

Schödinger方程式： [
− ℏ2

2M
∇2

R⃗
− ℏ2

2µ
∇2

r⃗ + V (|r⃗|)
]
φ = Eφ

∇2
R⃗
≡ ∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2
+

∂2

∂ζ2

∇2
r⃗ ≡

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

変数分離：

φ = φCM(R⃗)φrel(r⃗)
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すると
1

φrel

[
− ℏ2

2µ
∇2

r⃗ + V (|r⃗|)
]
φrel = − 1

φCM

[
− ℏ2

2M
∇2

R⃗
− E

]
φCM ≡ Erel

V = V (x⃗1 − x⃗2)の時、波動関数は重心運動部分と相対運動部分に分離できる：

− ℏ2

2M
∇2

R⃗
φCM = (E − Erel)φCM ≡ ECMφCM,[

− ℏ2

2µ
∇2

r⃗ + V (|r⃗|)
]
φrel = Erelφrel

• φCM：自由粒子（質量M）の Schödinger方程式に従う。
• φrel：中心力ポテンシャル中の粒子（質量 µ）の Schödinger方程式に従う。

Reduced mass についてのコメント：

• m1 ≪ m2のとき µ ≡
(

1

m1

+
1

m2

)−1

≃ m1 −
m2

1

m2

+O(m3
1/m

2
2)

例えば水素原子（電子と陽子の結合状態）：me

mp

∼ O(10−3)

1.7 水素原子
３次元量子力学系の代表例：水素原子

以下、波動関数の相対運動部分のみに着目：

• m ≡
(

1

me

+
1

mp

)−1

• E：結合エネルギー（水素原子が静止している時のエネルギー）
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⇒ 束縛状態を考えるのでE < 0

Schroedinger 方程式：

iℏ
∂

∂t
ψ(t, x⃗) =

[
− ℏ2

2m
∇2 − e2

r

]
ψ(t, x⃗).

波動関数（変数分離後）

ψ(t, x⃗) = e−iEt/ℏRℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ).

動径方向波動関数に対する方程式：
d2Rℓ

dr2
+

2

r

dRℓ

dr
+

[
2m

ℏ2

(
E +

e2

r

)
− ℓ(ℓ+ 1)

r2

]
Rℓ = 0.

以下、上の方程式を満たすRℓを求める。上の式に−(ℏ2/8mE)をかけて

− ℏ2

8mE

[
d2Rℓ

dr2
+

2

r

dRℓ

dr

]
+

[
−1

4
+

(
− 1

4E

)
e2

r
+

(
− ℏ2

8mE

)
ℓ(ℓ+ 1)

r2

]
Rℓ = 0.

新しい変数を定義：

ρ ≡
√

8m|E|
ℏ2

r,

λ ≡ e2

ℏ

√
m

2|E|
= α

√
mc2

2|E|
. α ≡ e2

ℏc
≃ 1

137

r微分を ρ微分で書き直すなどすると
d2Rℓ

dρ2
+

2

ρ

dRℓ

dρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
Rℓ +

(
λ

ρ
− 1

4

)
Rℓ = 0.

エネルギー固有値は λが求まれば決まる。
以下、物理的状況を記述するRℓを求める。

• 波動関数は規格化可能。
• R′

ℓ(r → 0) = 0、Rℓ(r → ∞) = 0

Rℓを以下のようにおく：

Rℓ = e−ρ/2Fℓ(ρ).
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すると Fℓの従う方程式は（′ ≡ ∂ρとして）：

F ′′
ℓ −

(
1− 2

ρ

)
F ′
ℓ +

[
λ− 1

ρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

]
Fℓ = 0.

Fℓを級数展開して求める：

Fℓ(ρ) = ρs
∞∑
ν=0

aνρ
ν ≡ ρsL(ρ).

ただし：

• a0 ̸= 0 ⇒ L(ρ→ 0) ̸= 0

• s ≥ 0（原点で波動関数は有界）

有用な式：

F ′
ℓ = sρs−1L+ ρsL,

F ′′
ℓ = s(s− 1)ρs−2L+ 2sρs−1L′ + ρsL′′.

これらを使うと：

ρ2L′′ + ρ [2(s+ 1)− ρ]L′ + [ρ(λ− s− 1) + s(s+ 1)− ℓ(ℓ+ 1)]L = 0.

まず、原点近傍（ρ→ 0）での振る舞い：最後の２項（赤字）が重要。

⇒ L(0) ̸= 0より、s(s+ 1) = ℓ(ℓ+ 1)。
⇒ s ≥ 0より s = ℓ。

ℓ = 0のとき、s = −1でも波動関数の規格化は一見可能（原点近傍で ψ ∼ r−1）。ただ
しこのとき、原点近傍で∇2ψ ∼ δ(r)となるため、Schroedinger方程式を満たさない。

s = ℓを考慮して：

L′′ +

[
2(s+ 1)

ρ
− 1

]
L′ +

(λ− ℓ− 1)

ρ
L = 0. (1.9)

ただし

Fℓ = ρℓL(ρ)

L(0) ̸=0.
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Eq. (1.9)に L(ρ) =
∑

ν aνρ
νを代入：

∞∑
ν=0

[
ν(ν − 1)aνρ

ν−2 +

(
2ℓ(ℓ+ 1)

ρ
− 1

)
νaνρ

ν−1 + (λ− ℓ− 1)aνρ
ν−1

]
= 0.

これを整理して
∞∑
ν=0

[(ν + 1)(ν + 2ℓ+ 2)aν+1 + (λ− ℓ− 1− ν)aν ] ρ
ν−1 = 0.

ρの各次数で係数がゼロでないといけないので

aν+1 =
ν + ℓ+ 1− λ

(ν + 1)(ν + 2ℓ+ 2)
aν . (1.10)

続いて、無限遠点でのふるまい：ν → ∞の項が重要。
aν+1

aν

ν→∞−−−→ 1

ν
.

したがって（aνがどこまでいってもゼロにならないとすると）：

L(ρ→ ∞) ∼
∑
ν

1

ν!
ρν ∼ eρ.

⇒ Rℓ(ρ→ ∞) ∼ e−ρ/2ρℓeρ ∼ ρℓeρ/2
ν→∞−−−→ ∞.

この場合規格化可能な波動関数が得られない。
r → ∞でRℓ → 0となる条件：

ある ν（それを ν̃とする）で aν̃ = 0。この条件が、可能なエネルギー固有値を与える。

λ = n（nは ℓ+ 1以上の整数）のとき、必ずそういった ν̃が存在。

⇒ ν̃ = n− ℓ（See Eq. (1.10)）

軌道角運動量の大きさが ℓℏのとき、可能なエネルギー固有値：

λ ≡ e2

ℏ

√
m

2|E|
（かつE < 0）

⇒ En = −e
4m

2ℏ2
× 1

n2
= −1

2
α2mc2 × 1

n2

n = ℓ+ 1, ℓ+ 2, · · ·
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nは「主量子数」と呼ばれる。

ときどき使われる記法：
1

2
α2mc2 ≡ Ry ≃ 13.6 eV ⇒ En = −Ry × 1

n2

λ = nのときの関数 Lは Laguerreの陪多項式と呼ばれる。

ρ∂2ρL
p
q + (p+ 1− ρ)∂ρL

p
q + (q − p)Lp

q = 0

p+ 1 ↔ 2(ℓ+ 1) & q − p↔ n− ℓ− 1

Lp
q(ρ) =

q−p∑
k=0

(−1)k
(q!)2

(q − p− k)!(p+ k)!k!
ρk.

動径方向波動関数：Rℓ = (定数)× e−ρ/2ρℓL2ℓ+1
n+ℓ (ρ)

ρ =

√
8m|E|
ℏ2

r

⇓ E = −α
2(mc2)

2n2

=2
αmc

nℏ
r

=
2

n

r

aB

ただし：

aB ≡ ℏ
αmc

：ボーア半径

エネルギー、角運動量同時固有状態を表す波動関数：

ψn,ℓ,m = e−iEnt/ℏ

√(
2

naB

)3
(n− ℓ− 1)!

2n{(n+ ℓ)!}3
e−r/naB

(
2

naB
r

)ℓ

L2ℓ+1
n+ℓ (2r/naB)Yℓ,m(θ, ϕ).

上の波動関数が規格化条件を満たすことは各自チェック：∫
d3xψ∗

n,ℓ,m(x⃗)ψn′,ℓ′,m′(x⃗) = δn,n′δℓ,ℓ′δm,m′ .

まとめ：水素原子のエネルギー準位
注：球対称なポテンシャルを考えたとき、エネルギーが縮退した状態は最低 2ℓ + 1個ある
（角運動量の大きさが等しい状態の数）。
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n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 · · ·
s ℓ = 0 1 1/4 1/9 1/16 · · ·
p ℓ = 0 x 1/4 1/9 1/16 · · ·
d ℓ = 0 x x 1/9 1/16 · · ·
f ℓ = 0 x x x 1/16 · · ·

Table 2: En/E1の値。xのところはそのような状態はない。

水素原子では（1/rポテンシャルの効果のみを考えた最低次の計算では）縮退度はさら
に高い：

Nn =
n−1∑
ℓ=0

(2ℓ+ 1) = n2.

1.8 Rydberg 原子
以下、水素原子の場合の知識を元に、Rydberg 原子のエネルギー準位について考察：

• 最外核電子のみが大きく励起された状態：Rydberg 原子
• Alkali 金属（最外核に電子１個）：Li、Na、K、Rb、· · ·

• 内核の電子はそのままの状態に止まると近似。

最外核電子の感じるポテンシャル

原子核の作るポテンシャルと内核電子の作るポテンシャルの和
V = Vnuc + Velec

原子核の作るポテンシャル：

Vnuc = −Ze
2

r

内核電子の作るポテンシャル：

• 球対称ポテンシャルで近似（最外核電子の効果を考慮しなければ、球対称）
• 内殻電子の軌道半径（r0）より内側では複雑な振る舞い。
• 内殻電子の軌道半径（r0）より外側では、r−1に比例：
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Velec(r ≫ r0) ≃
(Z − 1)e2

r

ポテンシャルが球対称なので、波動関数を動径方向部分と角度部分に分離できる：
ψ(t, x⃗) = e−iEt/ℏRℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ).

束縛状態を考えるので、E < 0。

解くべき（動径方向）Schrodinger方程式：
d2Rℓ

dr2
+

2

r

dRℓ

dr
+

[
2m

ℏ2
(E − V (r))− ℓ(ℓ+ 1)

r2

]
Rℓ = 0. (1.11)

あるいはRℓ(r) = χℓ/rとすると
d2χℓ

dr2
+

[
2m

ℏ2
(E − V (r))− ℓ(ℓ+ 1)

r2

]
χℓ = 0. (1.12)

ただしポテンシャルは、以下の性質を満たす：

V (r ≫ r0) ≃ −e
2

r

以下、|E| ≪ e2

aB
に存在する（であろう）束縛状態を考える。

⇒ 以下の議論のため、エネルギーを以下のように表す：

E = −1

2
α2mc2

1

λ2
⇔ λ ≡ e2

ℏ

√
m

2|E|
= α

√
mc2

2|E|
：λを決めればエネルギーが決まる
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方程式 (1.11)は、２階の線形微分方程式：

⇒ ２つの独立な解が存在

r → 0での振る舞いで分類：

• fℓ(r;λ): r → 0で有限（fℓ(r → 0) ∝ rℓ）
• gℓ(r;λ): r → 0で発散（gℓ(r → 0) ∝ r−ℓ−1）

r → ∞での振る舞いで分類：∂2rχℓ ≃
2m|E|
ℏ2

χℓ

• uℓ(r;λ): r → ∞で指数関数的に減少
• vℓ(r;λ): r → ∞で指数関数的に発散

1 10 100 1000 104

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

r/aB

r
1
/2
R
(r
)
[A
rb
it
ra
ry
U
n
it
s
]

u ( =50.5, l=0)

v ( =50.5, l=0)

Figure 1: 関数 uと vの例（λ = 50.5、ℓ = 0）。

独立な関数が２個しかないことから：fℓ(r) = aℓ(λ)uℓ(r) + bℓ(λ)vℓ(r)

⇒ エネルギーの量子化条件：bℓ(λ) = 0

Rydberg原子について：

• r ≪ r∗では、|E| ≪ |V |

⇒ r ≪ r∗では、波動関数の形はEに（ほとんど）依存しない。
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Figure 2: 関数 uとWKB近似の結果の比較。

r0 ≪ r ≪ r∗で、かつ r2項が効かないくらい大きな rを考えると Eq. (1.12)から：
d2χℓ

dr2
≃ −2m

ℏ2
e2

r
χℓ ≡ −p

2(r)

ℏ2
χℓ ⇔ p =

√
2m(E − V ) (1.13)

近似解（WKB近似）：

χℓ(r) ∼ sin [Θ(r)− φℓ]

Θ(r) =
1

ℏ

∫ r

dr′p(r′) ≃ 1

ℏ

∫ r

dr′
√

−2mV (r′) ≃ 1

ℏ

∫ r

dr′
√

2me2

r′
= 2

√
2(r/aB)

1/2

r0 ≪ r ≪ r∗で、波動関数は振動

• 位相 φℓは、r ≲ r0のポテンシャルの詳細によって決まる。
• 位相 φℓは角運動量の大きさに依存。

関数 u(r;λ)の r0 ≪ r ≪ r∗での振る舞い：

• 関数 u(r;λ)もWKB近似から示唆される性質を示す。
• 位相パラメータはエネルギーに依存。

uℓ(r;λ) ∼ sin [Θ(r)− φ̃ℓ(λ)]

φ̃ℓ(λ) ≃ φℓ (mod π）なる λのみが許される：

⇒ エネルギーの量子化条件
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重要な性質：φ̃ℓ(λ+ 1) ≃ φ̃ℓ(λ) + π

⇒ 水素原子の場合：許されるのは λ = 1, 2, 3, · · ·

⇒ Rydberg原子の場合：許されるのは λ = n− δℓ（nは自然数）
δℓは角運動量の大きさに依存する定数: “Quantum defect”
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Figure 3: いくつかの λに対する関数 uのふるまい。

Rydberg原子の最外核電子のエネルギー準位：En,ℓ = −1

2
α2mc2

1

(n− δℓ)2

• 同じ nでも異なる ℓに対するエネルギーは（一般には）異なる
• δℓ < 0：それぞれの原子に特有の値（例えば実験値を元に決められる）

ℓ δℓ
0 3.13
1 2.64
2 1.35
3 0.016

≥ 4 ∼ 0

Table 3: Rbの quantum defect [Löw et al, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 45 (2012) 113001]
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2 角運動量
2.1 古典論からの類推
古典論における角運動量：

• L⃗ = x⃗× p⃗あるいは La = ϵabcxbpc

２つ重複している添字については、1− 3で和をとる。
• ポテンシャルが回転対称性を持つ時、L⃗は保存量

˙⃗
L = {L⃗,H}P = 0 for V = V (|x⃗|)

量子論における（１粒子の軌道）角運動量演算子を以下のように定義：

ˆ⃗
L = ˆ⃗x× ˆ⃗p あるいは L̂a = ϵabcx̂bp̂c

成分で書くと：

L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y

L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x

注：角運動量演算子はエルミートな演算子

L̂†
a = L̂a

2.2 角運動量の満たす交換関係
出発点：

• L̂a = ϵabcx̂bp̂c

• [x̂a, p̂b] = iℏδab
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まず、位置演算子について（以下、面倒なので演算子のˆを省略）：

[xa, Lb] = [xa, ϵbcdxcpd]

= [xa, ϵbcdxcpd]

= ϵbcd(xaxcpd − xcpdxa)

= ϵbcdxc[xapd − pdxa]

= ϵbcdxc × iℏδad
= iℏϵabcxc

運動量演算子についても同様にして：

[pa, Lb] = iℏϵabcpc

続いて、角運動量演算子どうしの交換関係：

[La, Lb] = [ϵacdxcpd, ϵbefxepf ]

= ϵacdϵbef (xcpdxepf − xepfxcpd)

= ϵacdϵbef [(xcpdxepf − xcxepdpf + xcxepdpf )− (xepfxcpd − xexcpfpd + xexcpfpd)]

= ϵacdϵbef [−iℏδdexcpf + iℏδcfxepd]

⇓ ϵacdϵbdf = δafδbc − δabδcf

= − iℏ [(xbpa − δabxcpc)− (xapb − δabxcpc)]

= iℏ(xapb − xbpa)

⇓ Lc = ϵcdexdpe ⇒ ϵabcLc = xapb − xbpa

=iℏϵabcLc

上の計算はちょっとごちゃごちゃしているので具体的に：

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]

= [ypz, zpx] + [−zpy,−xpz]
= ypx[pz, z] + xpy[z, pz]

= iℏ(xpy − ypx)

= iℏLz

同様の計算を繰り返すと：

[Lx, Ly] = iℏLz

[Ly, Lz] = iℏLx
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[Lz, Lx] = iℏLy

まとめ：

[xa, Lb] = iℏϵabcxc

[pa, Lb] = iℏϵabcpc

[La, Lb] = iℏϵabcLc

2.3 角運動量と空間回転
位置演算子の固有状態（固有値 a⃗）を考える：

ˆ⃗x |⃗a⟩ = a⃗ |⃗a⟩

この状態から、新しい状態 |⃗a⟩′を定義：

|⃗a⟩′ ≡
[
1− i

ℏ
(δϕa)L̂a

]
|⃗a⟩

ただし (δϕa)は微少量

⇒ (δϕi)の２次以上はとりあえず無視。

以下、|⃗a⟩′もやはり位置演算子の固有状態であることを見る：

x̂a |⃗a⟩′ = x̂a

[
1− i

ℏ
(δϕb)L̂b

]
|⃗a⟩

=

[
x̂a −

i

ℏ
(δϕb)(x̂aL̂b − L̂bx̂a)−

i

ℏ
(δϕb)L̂bx̂a

]
|⃗a⟩

⇓ [xa, Lb] = iℏϵabcxc & ˆ⃗x |⃗a⟩ = a⃗ |⃗a⟩

=

[
aa −

i

ℏ
(δϕb)(iℏϵabcxc)−

i

ℏ
(δϕb)L̂baa

]
|⃗a⟩

= aa

[
1− i

ℏ
(δϕb)L̂b

]
|⃗a⟩+ ϵabc(δϕb)ac |⃗a⟩

= [aa + ϵabc(δϕb)ac]

[
1− i

ℏ
(δϕb)L̂b

]
|⃗a⟩+O(δϕ2)

= [aa + ϵabc(δϕb)ac] |⃗a⟩′ +O(δϕ2)

従って |⃗a⟩′も位置演算子の固有状態：
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⇒ 固有値：a′a = aa + ϵabc(δϕb)ac ⇒ a⃗′ = a⃗+ δ⃗ϕ× a⃗

注：a⃗と a⃗′は同じ長さのベクトル

a⃗′a⃗′ = a⃗a⃗+O(δϕ2)

⇒ |⃗a⟩にある回転操作を施すと |⃗a⟩′となる。

– 回転軸：δ⃗ϕの方向
– 回転角：δ⃗ϕの大きさ

⇒ 角運動量演算子 = 回転の生成子

例：δ⃗ϕ = (0, 0, δϕ3)

⇒ a⃗′ = (a1 − a2δϕ3, a2 + a1δϕ3, a3)：z軸まわりの回転角 δϕ3の回転

有限の回転角の場合

• 回転を特徴づけるベクトル：ϕ⃗
– 回転軸：ϕ⃗の方向
– 回転角：ϕ⃗の大きさ
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回転操作によって得られる状態：

|⃗a⟩′ = lim
n→∞

[
1− i

ℏ
ϕ⃗

n
ˆ⃗
L

]n
|⃗a⟩ ⇐ δ⃗ϕ ≃ ϕ⃗

n

⇓ lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex

=exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L

]
|⃗a⟩ ≡ Û(ϕ⃗) |⃗a⟩

注：Û(ϕ⃗)はユニタリな演算子
Û † = Û−1 ⇔ L̂aはエルミート演算子

ϕ⃗で特徴付けられる回転でベクトル a⃗が以下のように変換するとする：

a⃗′ = R(ϕ⃗)⃗a

R(ϕ⃗)は 3× 3の正規直行行列（RTR = 1、detR = 1）

すると

Û(ϕ⃗) ≡ exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L

]
に対して

Û ˆ⃗xÛ † = R(ϕ⃗)−1 ˆ⃗x, Û ˆ⃗pÛ † = R(ϕ⃗)−1 ˆ⃗p.
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Û ˆ⃗xÛ † = R′ ˆ⃗xとしてみる。Û |⃗a⟩ = |Ra⃗⟩を使って：

Û ˆ⃗x |⃗a⟩ = a⃗Û |⃗a⟩ = a⃗ |Ra⃗⟩
= Û ˆ⃗xÛ †Û |⃗a⟩ = (R′ ˆ⃗x) |Ra⟩ = (R′Ra⃗) |Ra⟩

従ってR′ = R−1。

ハミルトニアンの中に入っている ˆ⃗xと ˆ⃗pについて、全てベクトル添字が縮約を取られていた
ら（x̂ax̂a、p̂ap̂a、x̂ap̂a、など）

• Hamiltonianは空間回転に対して不変
• [La, H] = 0

ˆ⃗αを位置演算子か運動量演算子として

[Lx, ( ˆ⃗α1
ˆ⃗α2)( ˆ⃗α3

ˆ⃗α4) · · · ] = iℏ exp

(
− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L

)[
( ˆ⃗α1

ˆ⃗α2)( ˆ⃗α3
ˆ⃗α4) · · ·

]
exp

(
i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L

)∣∣∣∣
O(ϕx)

= iℏ Û
[
( ˆ⃗α1Û †Û ˆ⃗α2)Û †Û( ˆ⃗α3Û †Û ˆ⃗α4)Û †Û · · ·

]
Û †
∣∣∣
O(ϕx)

= iℏ
[
( ˆ⃗α1R

′TR′ ˆ⃗α2)( ˆ⃗α3R
′TR′ ˆ⃗α4) · · ·

]∣∣∣
O(ϕx)

= iℏ
[
( ˆ⃗α1

ˆ⃗α2)( ˆ⃗α3
ˆ⃗α4) · · ·

]∣∣∣
O(ϕx)

= 0

2.4 角運動量の固有値と固有状態
回転群

回転に対して、状態（あるいは演算子）はどのように変換するべきか？

|⃗a⟩′ = Û(ϕ⃗) |⃗a⟩ with Û(ϕ⃗) = exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L

]
≃ 1− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
L for |ϕ⃗| ≪ 1

ある状態のセットが、回転に対して |⃗a⟩と「同様の」変換則を満たすとする：

1. 状態 |α⟩が、ベクトル ϕ⃗で特徴付けられる回転に対して以下のように変換するとする：

|α′⟩ = exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗
ˆ⃗
J

]
|α⟩

ˆ⃗
J = (Ĵx, Ĵy, Ĵz)は |α⟩の回転を規定する演算子
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2. もしも

exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
L

]
exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗2

ˆ⃗
L

]
· · · exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗n

ˆ⃗
L

]
= exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗′ ˆ⃗L

]
なら

exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
J

]
exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗2

ˆ⃗
J

]
· · · exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗n

ˆ⃗
J

]
= exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗′ ˆ⃗J

]
であって欲しい。

3. 微小回転について考えると、Ĵ の満たすべき交換関係が得られる。

exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
L

]
≃ 1− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
L+ · · ·

exp

[
− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
J

]
≃ 1− i

ℏ
ϕ⃗1

ˆ⃗
J + · · ·

回転に対して |⃗a⟩と「同様の」変換則を満たす条件

• 例えば x-軸と y-軸周りの微小回転を考えると

exp

[
1− i

ℏ
ϕxL̂x

]
exp

[
1− i

ℏ
ϕyL̂y

]
exp

[
1 +

i

ℏ
ϕxL̂x

]
exp

[
1 +

i

ℏ
ϕyL̂y

]
≃ 1− 1

ℏ2
ϕxϕy(L̂xL̂y − L̂yL̂x) + · · ·

= 1− i

ℏ
ϕxϕyL̂z + · · ·

• 一方 ˆ⃗
J について：

exp

[
1− i

ℏ
ϕxĴx

]
exp

[
1− i

ℏ
ϕyĴy

]
exp

[
1 +

i

ℏ
ϕxĴx

]
exp

[
1 +

i

ℏ
ϕyĴy

]
≃ 1− 1

ℏ2
ϕxϕy(ĴxĴy − ĴyĴx) + · · ·

ˆ⃗
Lの場合との対比から、これが 1− i

ℏ
ϕxϕyĴz + · · · でなくてはいけない。

• 他の軸の周りの回転についても、同様の議論ができる。

• ˆ⃗
J の満たすべき交換関係：[Ja, Jb] = iℏϵabcJc

ちなみに、回転操作は群をなす：
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• 任意の ϕ⃗1と ϕ⃗2に対し、Û(ϕ⃗1)Û(ϕ⃗2) = Û(ϕ⃗3)なる ϕ⃗3が存在
• 単位元：Û ||ϕ⃗|=0

• 逆元：Û−1(ϕ⃗) = Û(−ϕ⃗)

• 結合則も満たされる（証明は省略）

角運動量の固有値と固有状態

角運動量演算子： ˆ⃗
J = (Ĵx, Ĵy, Ĵz) = (Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3)

• [Ĵx, Ĵy] = iℏĴz, · · · , Ĵ2 ≡ Ĵ2
x + Ĵ2

z + Ĵ2
z

⇒ [Ĵa, Ĵb] = iℏϵabcĴc

⇒ [Ĵa, Ĵ
2] = 0 with Ĵ2 ≡ Ĵ2

x + Ĵ2
z + Ĵ2

z

まず、以下の演算子を定義：ĵa ≡ ℏ−1Ĵa

• [ĵa, ĵb] = iϵabcĵc

• [ĵa, ĵ
2] = 0 with ĵ2 ≡ ĵ2x + ĵ2z + ĵ2z

同時対角化可能な演算子のセット：ĵ2、ĵz

• |K,λ⟩を定義（with ⟨K,λ|K,λ⟩ = 1）
⇒ ĵ2 |K,λ⟩ = K |K,λ⟩

⇒ ĵz |K,λ⟩ = λ |K,λ⟩

さらに：ĵ± ≡ ĵx ± iĵy

⇒ 交換関係：

[ĵz, ĵ+] = [ĵz, ĵx + iĵy] = i(ĵy − iĵx) = ĵ+, (2.1)

[ĵz, ĵ−] = −ĵ−, (2.2)

[ĵ+, ĵ−] = 2ĵz, (2.3)

[ĵ2, ĵ±] = 0 (2.4)

ĵ±：昇降演算子と呼ばれる
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• ĵ2の固有値は変えない
ĵ2(ĵ± |K,λ⟩) = ĵ±ĵ

2 |K,λ⟩ = K(ĵ± |K,λ⟩)

• ĵzの固有値を±1変える：ĵz ĵ± − ĵ±ĵz = ±ĵ±

ĵz(ĵ± |K,λ⟩) = ĵ±(ĵz ± 1) |K,λ⟩ = (λ± 1)ĵ± |K,λ⟩

従って：

• ĵ+ |K,λ⟩ ≡ cK,λ |K,λ+ 1⟩

位相の任意性を用いて cK,λは実かつ正とする。
⇒ ⟨K,λ| ĵ− = cK,λ ⟨K,λ+ 1|

• ĵ− |K,λ⟩ ≡ dK,λ |K,λ− 1⟩

cK,λと dK,λの関係：ĵ†± = ĵ∓を用いる

• cK,λ = ⟨K,λ+ 1| ĵ+ |K,λ⟩ = (⟨K,λ| ĵ− |K,λ+ 1⟩)∗ = d∗K,λ+1

⇒ cK,λ = dK,λ+1

続いて、Kと λの関係：

• ⟨K,λ| ĵ2 |K,λ⟩ = ⟨K,λ| (ĵ2x + ĵ2y) |K,λ⟩+ λ2

注：⟨K,λ| ĵ2x |K,λ⟩ = ⟨K,λ| ĵ†xĵx |K,λ⟩ ≥ 0

⇒ λ2 ≤ K：Kを固定すると λに最大値が存在
• 与えられたKに対する λの最大値を jとする：

⇒ |K, j + 1⟩ ∼ ĵ+ |K,λ⟩は存在しない。
⇒ cK,j = 0

[ĵ+, ĵ−] = 2ĵzを使うと cK,λが求められる：

⟨K,λ+ 1| 2ĵz |K,λ+ 1⟩ =2(λ+ 1)

= ⟨K,λ+ 1| (ĵ+ĵ− − ĵ−ĵ+) |K,λ+ 1⟩
= d2K,λ+1 − c2K,λ+1

= c2K,λ − c2K,λ+1.
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従って

c2K,λ = c2K,λ+1 + 2(λ+ 1)

= c2K,λ+2 + 2(λ+ 1) + 2(λ+ 2)

= · · ·
= c2K,j + 2(λ+ 1) + 2(λ+ 2) + · · ·+ 2j

⇓ cK,j = 0

=(j + λ+ 1)(j − λ)

まとめると：

cK,λ =
√
(j + λ+ 1)(j − λ) =

√
j(j + 1)− λ(λ+ 1)

dK,λ =
√

(j + λ)(j − λ+ 1)

cK,λがわかると、Kと jの関係がわかる：

K = ⟨K,λ| ĵ2 |K,λ⟩

= ⟨K,λ|
[
1

2
(ĵ+ĵ− + ĵ−ĵ+) + ĵ2z

]
|K,λ⟩

=
1

2

(
c2K,λ+1 + c2K,λ+1

)
+ λ2

= j(j + 1)

従ってK = j(j + 1)

⇒ 以下、ĵ2の固有値を jで特徴づける：|K,λ⟩ → |j, λ⟩、cK,λ → cj,λ

ĵ2 |j, λ⟩ = j(j + 1) |j, λ⟩

ĵzの固有値の最小値：λ2 ≤ K = j(j + 1)より、λには最小値も存在
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• λに最小値が存在する条件：ある nに対して dj,j−n = 0

|j, j⟩に (n+ 1)回 ĵ−を作用すると、ゼロになる。
ĵ− |j, j − n⟩ = dj,j−n |j, j − n− 1⟩、つまり |j, j − (n+ 1)⟩は存在しない。

• dj,j−n =
√
(n+ 1)(2j − n)

⇒ j：非負の整数か半奇数のみが許される
⇒ このとき、dj,−j = 0

まとめると：

• ĵ2の固有値は j(j + 1)、ただし j =
1

2
× (非負の整数)

⇒ Ĵ2の固有値は j(j + 1)ℏ2

• 決まった jに対し、ĵzの固有値は−j,−(j − 1), · · · , (j − 1), jという値をとりえる
⇒ (2j + 1)個の独立な状態が存在

• j（あるいは jℏ）は「角運動量の大きさ」と呼ばれる。

軌道角運動量

波動関数の１価性から、jは整数のみが許される。

• 球面調和関数：Yℓ,m(θ, ϕ) ≃ ⟨θ, ϕ|ℓ,m⟩
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（広い意味での）スピン角運動量

それぞれの素粒子は、固有の角運動量（スピン角運動量）を持つ：

• スピン 0：ヒッグス粒子、π粒子、· · ·

• スピン 1
2
：電子、陽子、ニュートリノ、· · ·

• スピン 1：光子、W -粒子、Z-粒子、· · ·

2.5 角運動量の合成
ふたつの可換な角運動量が存在する場合を考える：

• J⃗ (1)、J⃗ (2)、with [J
(1)
a , J

(2)
b ] = 0

• 例：
– 軌道角運動量と spin

– ふたつの粒子の spin（束縛状態）
– · · ·

• 対応する空間：
|ψ⟩ =

∣∣ψ(1)
〉
⊗
∣∣ψ(2)

〉
with J⃗ (1) |ψ⟩ = (J⃗ (1)

∣∣ψ(1)
〉
)⊗

∣∣ψ(2)
〉
, · · ·

• J⃗ ≡ J⃗ (1) + J⃗ (2)：全角運動量
回転した状態：

|ψ⟩′ = exp

(
− i

ℏ
J⃗ (1)ϕ⃗

) ∣∣ψ(1)
〉
⊗ exp

(
− i

ℏ
J⃗ (2)ϕ⃗

) ∣∣ψ(2)
〉

= exp

[
− i

ℏ
(J⃗ (1) + J⃗ (2))ϕ⃗

] ∣∣ψ(1)
〉
⊗
∣∣ψ(2)

〉
= exp

[
− i

ℏ
J⃗ ϕ⃗

] ∣∣ψ(1)
〉
⊗
∣∣ψ(2)

〉
ˆ⃗
J、 ˆ⃗

J (1)、 ˆ⃗
J (2)は、全てこれまでの交換関係を満たす：

• [Ĵ
(A)
a , Ĵ

(A)
b ] = iϵabcĴ

(A)
c

• [Ĵ
(1)
a , Ĵ

(2)
b ] = 0
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• [Ĵa, Ĵb] = iϵabcĴc

注：Ĵ2と Ĵ
(A)
a は非可換

ˆ⃗
J2 = (

ˆ⃗
J (1) +

ˆ⃗
J (2))2 = (

ˆ⃗
J (1))2 + (

ˆ⃗
J (2))2 + 2

ˆ⃗
J (1) ˆ⃗J (2)

⇒ [Ĵ
(1)
a , Ĵ2] = [Ĵ

(1)
a , 2Ĵ

(1)
b Ĵ

(2)
b ] = 2iϵabcĴ

(2)
b Ĵ

(1)
c ̸= 0

可換な（同時対角化可能な）演算子の組：

1. Uncoupled representation:

{(Ĵ (1))2, Ĵ
(1)
z , (Ĵ (2))2, Ĵ

(2)
z } ⇒ |j1, λ1⟩ ⊗ |j2, λ2⟩ ≡ |j1, λ1, j2, λ2⟩

2. Coupled representation:

{Ĵ2, Ĵz, (Ĵ
(1))2, (Ĵ (2))2} ⇒ |j, λ, j1, j2⟩

Coupled rep. の状態ベクトルは、uncoupled rep.の状態ベクトルの線形和で書ける。

|j, λ, j1, j2⟩ =
∑

j′1,λ1,,j′2,λ2

|j′1, λ1, j ′2, λ2⟩ ⟨j′1, λ1, j ′2, λ2|j, λ, j1, j2⟩

⟨j′1, λ1, j ′2, λ2|j, λ, j1, j2⟩ : Clebsch-Gordan（CG）係数

CG係数が non-zeroの条件

• j1 = j′1、j2 = j′2

• λ = λ1 + λ2 ⇐ Ĵz = Ĵ
(1)
z + Ĵ

(2)
z

• (j1 + j2)と jは等しくなくても良い。

以下、j1と j2は固定して考える：

|j1, λ1⟩ ⊗ |j2, λ2⟩ = |λ1, λ2⟩U

|j, λ, j1, j2⟩ = |j, λ⟩C
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Uncoupled rep. から coupled rep. を作るやり方：

• まず、ĵz = ĵ
(1)
z + ĵ

(2)
z の固有値が j1 + j2の状態がただ一つ存在：

|j1 + j2, j1 + j2⟩C = |j1, j2⟩U

• |j1 + j2, j1 + j2⟩Cに ĵ− = ĵ
(1)
− + ĵ

(2)
− を作用して、角運動量の大きさが j1 + j2の表現が

作れるはず。
ĵ− |j1 + j2, j1 + j2⟩C = dj1+j2,j1+j2 |j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C

=(ĵ
(1)
− + ĵ

(2)
− ) |j1, j2⟩U

= dj1,j1 |j1 − 1, j2⟩U + dj2,j2 |j1, j2 − 1⟩U
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上の式から、|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C が |j1 − 1, j2⟩U と |j1, j2 − 1⟩U の線型結合として得
られる：

|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C
= |j1 − 1, j2⟩U U ⟨j1 − 1, j2|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C

+ |j1, j2 − 1⟩U U ⟨j1, j2 − 1|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C

赤字の部分：CG係数
• この操作を繰り返して、角運動量の大きさが j1 + j2の表現（2(j1 + j2) + 1個の状態）
が構成できる。

• 続いて角運動量の大きさが j1 + j2 − 1の表現：まず ĵzの固有値が j1 + j2 − 1の状態が
二つあることから出発。

– ひとつの線型結合は |j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C
– それと直行する状態は |j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩C（角運動量の大きさが j1 + j2 − 1

の表現の ĵz最大の状態）を与える。

|j1 + j2, j1 + j2 − 1⟩C = a |j1 − 1, j2⟩U + b |j1, j2 − 1⟩U
⇒ |j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩C = b |j1 − 1, j2⟩U − a |j1, j2 − 1⟩U

• |j1 + j2 − 1, j1 + j2 − 1⟩Cに ĵ−を作用していくことで、角運動量の大きさが j1+ j2− 1
の表現が得られる。

• 続いて、角運動量の大きさが j1 + j2 − 2の表現を同様に作っていく。

可能な状態の数を考えてみる：ここでは j1 > j2（Table 4参照）。
ĵ2の固有値を j(j + 1)として、j（全角運動量の大きさ）の取り得る値：

j1 + j2, j1 + j2 − 1, · · · , |j1 − j2|

角運動量の合成についてのまとめ：大きさが j1と j2のふたつの角運動量を合成したとき

• 全角運動量の大きさが j1 + j2, j1 + j2 − 1, · · · , |j1 − j2|のmultipletが一つづつ得ら
れる。

• 合成後の状態の数：
N = [2(j1 + j2) + 1] + [2(j1 + j2 − 1) + 1] + · · ·+ [2|j1 − j2|+ 1] = (2j1 + 1)(2j2 + 1)
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ĵzの固有値 状態の数
j1 + j2 1

j1 + j2 − 1 2
j1 + j2 − 2 3

· · ·
j1 − j2 2j2 + 1 ĵ2,−を作用するとゼロとなる状態が現れる

j1 − j2 − 1 2j2 + 1
j1 − j2 − 2 2j2 + 1

· · ·
j2 − j1 2j2 + 1 ĵ1,−を作用するとゼロとなる状態も現れる

j2 − j1 − 1 2j2
j2 − j1 − 2 2j2 − 1

· · ·
−j1 − j2 1

Table 4: ĵzの固有値の取り得る値と、状態の数

角運動量の合成の例：二つのスピン 1
2
粒子の場合

二つのスピン 1
2
粒子１と２を考える（簡単のため軌道角運動量は無視）

⇒ それぞれのスピン演算子： ˆ⃗
S(1,2)

それぞれの粒子の取り得る状態：Ŝ(1,2)
z の固有値が±1

2
ℏの状態

⇒
∣∣±1

2
,±1

2

〉
U

⇒ 独立な状態は４つ（符号は独立に+と−を取り得る）

角運動量合成後の状態：

• 全角運動量の大きさ 1：|1,+1⟩C、|1, 0⟩C、|1,−1⟩C

• 全角運動量の大きさ 0：|0, 0⟩C

まず全角運動量の大きさ 1について：

|1,+1⟩C =

∣∣∣∣+1

2
,+

1

2

〉
U
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両辺に ĵ=ŝ
(1)
− + ŝ

(2)
− を作用：
ĵ− |1,+1⟩C = d1,1 |1, 0⟩C =

√
2 |1, 0⟩C

= (ŝ
(1)
− + ŝ

(2)
− )

∣∣∣∣+1

2
,+

1

2

〉
U

=

∣∣∣∣−1

2
,+

1

2

〉
U

+

∣∣∣∣+1

2
,−1

2

〉
U

ここから、規格化された状態として

|1, 0⟩C =
1√
2

(∣∣∣∣−1

2
,+

1

2

〉
U

+

∣∣∣∣+1

2
,−1

2

〉
U

)
さらに上式に ĵ−を作用して：

|1,−1⟩C =

∣∣∣∣−1

2
,−1

2

〉
U

続いて全角運動量の大きさ 0について：|1, 0⟩C との直交性から

|0, 0⟩C =
1√
2

(∣∣∣∣−1

2
,+

1

2

〉
U

−
∣∣∣∣+1

2
,−1

2

〉
U

)

水素原子：21cm線

水素原子：電子と陽子の結合状態

• 電子も陽子もスピンが 1
2
の粒子

• 水素原子の n = 1状態（「基底状態」と呼んでいた状態）は４つの状態がある。

エネルギー固有状態は、全角運動量の固有状態（個々のスピン演算子の固有状態ではない）

• 全角運動量の大きさ= 0：|0, 0⟩C
• 全角運動量の大きさ= 1：|1,−1⟩C , |1, 0⟩C , |1,+1⟩C

全角運動量 0の状態と 1の状態の間には、エネルギー差があることが知られている：

∆E10 ≃ 5.8× 10−6 eV

状態遷移に伴って、電磁波（光）が放出される：

光の波長：21.1 cm（21cm 線）
光の振動数：1420 MHz

遷移率（崩壊率）：2.9× 10−15 sec−1（線幅が極めて小さい）

21cm 線は、天文学・初期宇宙論の観点からおもしろい。
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2.6 行列を使った角運動量の表現
角運動量の大きさ jに対して、(2j + 1)次元の独立な状態（基底）が存在。

|j, λ⟩ with λ = −j,−(j − 1), · · · , (j − 1), j

⇒ 空間回転はその基底で展開できる状態内で閉じる。

ĵaに対応する (2j + 1)× (2j + 1)行列を考えることができる：

ĵa ⇔ j̃a

j̃a =


(j̃a)j,j (j̃a)j,j · · · (j̃a)j,−j

(j̃a)j−1,j (j̃a)j−1,j · · · (j̃a)j−1,−j

· · ·
(j̃a)−j,j (j̃a)−j,j · · · (j̃a)−j,−j


ただし、

(j̃a)λ,λ′ ≡ ⟨j, λ| ĵa |j, λ′⟩

j̃aは対応する交換関係を満たす：

• [j̃a, j̃b] = iϵabcj̃c

• [j̃a, j̃
2] = 0 with j̃2 ≡ j̃2x + j̃2z + j̃2z

状態 |ψ⟩が |j, λ⟩の線形和で表されるとして、その回転を考える。

• |ψ⟩ = |j, λ⟩ ⟨j, λ|ψ⟩

λの和は implicit

• 微小空間回転をして得られる状態：
|ψ′⟩ =

[
1− iĵa(δϕ)a

]
|ψ⟩

= |j, λ′⟩ ⟨j, λ′|
[
1− iĵa(δϕ)a

]
|j, λ⟩ ⟨j, λ|ψ⟩

= |j, λ′⟩
[
δλ′,λ − i(j̃a)λ′,λ(δϕ)a

]
⟨j, λ|ψ⟩

波動関数の回転に対する変換性：

ψ̃ =


⟨j, j|ψ⟩

⟨j, j − 1|ψ⟩
⟨j, j − 2|ψ⟩

· · ·
⟨j,−j|ψ⟩

 ⇒ ψ̃′ ≃
[
1− ij̃a(δϕ)a

]
ψ̃
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有限の角度の回転については：

ψ̃′ = exp
[
−ij̃aϕa

]
ψ̃ =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

[
j̃aϕa

]n
ψ̃ (2.5)

行列の具体的表式：ĵzの固有状態を基底に選んでいることに注意！

• j̃zは対角行列

j̃z = diag(j, j − 1, · · · ,−j)

• j̃±は j̃zの固有値を±1変える

j̃+ = j̃†− =


0 cj,j−1 0 0 · · · 0 0
0 0 cj,j−2 0 · · · 0 0
· · ·
0 0 0 0 · · · 0 cj,−j

0 0 0 0 · · · 0 0


• j̃xと j̃yは j̃±から求められる：

j̃x =
1

2
(j̃+ + j̃−), j̃y =

1

2i
(j̃+ − j̃−)

• j̃2は（ĵ2の固有値を固定して考える限り）単位行列に比例：

j̃2 = j(j + 1)diag(1, 1, · · · , 1)

• j̃x、j̃y、j̃zは全てエルミートな行列

例１：j = 0

最も簡単な場合：j = 0

• 状態の数：１個
• 行列による表現：

j̃x = j̃y = j̃z = (0)

この場合、状態は回転に対して不変。
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例２：j = 1

３次元ベクトル：j = 1に対応

• 状態の数：３個
• 行列による表現（j̃a → Ta）：

Tx =
1√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 Ty =
1√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 Tz =

1 0 0
0 0 0
0 0 −1


例３：j = 1

2

（狭い意味での）スピン：j = 1
2

• 状態の数：２個
• 行列による表現（j̃a → 1

2
σa）：

sa =
1

2
ℏσa with σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)

σa：パウリ行列（Pauli matrices）

2.7 スピン 1
2

j = 1
2
の状態に対応した波動関数の回転に対する変換性：

ψ̃′ = exp

[
−i1

2
σaϕa

]
ψ̃, (ψ̃†)′ = ψ̃† exp

[
i
1

2
σaϕa

]
(2.6)

Pauli行列の性質：

• σaはエルミートな行列
• 便利な公式いくつか：

[σa, σb] = 2iϵabcσc

{σa, σb} = 2δab

exp [iΘaσa] = cosΘ + iΘ̂aσa sinΘ with Θ = |Θ⃗|, Θ̂ =
1

|Θ⃗|
Θ⃗
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スピン 1
2
からベクトルを構成

以下：∣∣±1
2

〉
≡
∣∣s = 1

2
, sz = ±1

2

〉
Eq. (2.6)のように回転する波動関数が２セットあるとする：

ψ̃ =

(〈
+1

2

∣∣ψ〉〈
−1

2

∣∣ψ〉
)
, Ψ̃ =

(〈
+1

2

∣∣Ψ〉〈
−1

2

∣∣Ψ〉
)

以下の量を定義：

S ≡ Ψ̃†ψ̃

Va ≡ Ψ̃†σaψ̃

すると：

• Sは回転に対して不変（これはすぐわかるので説明省略）
• Vaは回転に対してベクトル的に変換
位置演算子の固有状態 |⃗a⟩をU |⃗a⟩ = |Ra⃗⟩（ただしRは回転を表す正規直行行列）と変
換する回転演算子に対し、V ′

a = R−1
ab Vbとなる（逆回転）。

簡単のため、回転軸が z軸方向を向いている場合について：

a⃗′ = (ax cosϕ− ay sinϕ, ax sinϕ+ ay cosϕ, az) ⇔ R =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1


回転に対応したユニタリ行列：

U ≡ exp

[
−i1

2
σzϕ

]
= cos

ϕ

2
− iσz sin

ϕ

2
⇒ U † ≡ exp

[
i
1

2
σzϕ

]
= cos

ϕ

2
+ iσz sin

ϕ

2

すると V ′は以下のように表される：

V ′
a = Ψ̃†U †σaUψ̃
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ただし：

U †σxU =

[
cos

ϕ

2
− iσz sin

ϕ

2

]
σx

[
cos

ϕ

2
+ iσz sin

ϕ

2

]
= σx cos

2 ϕ

2
− i[σz, σx] sin

ϕ

2
cos

ϕ

2
+ σzσxσz sin

2 ϕ

2

⇓ [σz, σx] = 2iσy, σzσxσz = −σx
= σx cosϕ+ σy sinϕ

U †σyU = − σx sinϕ+ σy cosϕ

U †σzU = σz

歳差運動

（多くの場合）スピンは磁場と相互作用

• スピンを持つ粒子は「磁気モーメント」を持つ
∆H = −µ⃗B⃗

• 粒子固有の磁気モーメントはスピンと平行

µ⃗ =
µ

S
S⃗ µ ≡ |µ⃗|

– 電子の場合（S = 1
2
ℏ）：µe =

eℏ
2mec

×
(
1 +

α

2π
+ · · ·

)
≃ 5.8× 10−5 eV/G

以下、電子（スピン 1
2
）について：

空間方向自由度はないとする（例えばエネルギー最低状態に束縛されている）
Ĥ = −µeB⃗σ⃗

B⃗は外場

まず、定常的な磁場をかけた場合（磁場の方向を z方向にとる）、かつエネルギー原点をず
らす

Ĥ = −2µeB0ŝz + µeB0 = −µeB0

(
1 0
0 −1

)
+ µeB0 ≡ ℏω0

(
0 0
0 1

)
ℏω0 = 2µeB0

⇒
∣∣+1

2

〉と ∣∣−1
2

〉のエネルギーに差がでる
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– 基底状態（ground state）：|g⟩ =
∣∣+1

2

〉（エネルギー 0）
– 励起状態（excited state）：|e⟩ =

∣∣−1
2

〉（エネルギー ℏω0）

この場合のスピンの歳差運動：

|ψ(t)⟩ = fg(t) |g⟩+ fe(t)e
−iω0t |e⟩ .

Schrd̈inger方程式：

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = iℏ

[
ḟg |g⟩+ (ḟe − iω0fe)e

−iω0t |e⟩
]

= Ĥ |ψ(t)⟩

=
1

2
ℏω0(−2ŝz + 1)

[
fg |g⟩+ fee

−iω0t |e⟩
]

⇓ 2ŝz |g⟩ = |g⟩ , 2ŝz |e⟩ = − |e⟩
= ℏω0fee

−iω0t |e⟩

|g⟩と |e⟩が独立な状態なので：

ḟg = ḟe = 0 ⇒ ḟg(t) = ag, ḟe = ae （それぞれ定数）

例１：ag = 1、ae = 0

• ⟨ŝz⟩ (t) ≡ ⟨ψ(t)| ŝz |ψ⟩ = 1
2

• ⟨ŝx,y⟩ (t) ≡ ⟨ψ(t)| ŝx,y |ψ⟩ = 0

例２：ag = ae =
1√
2

• |ψ(t)⟩ = 1√
2

(
|g⟩+ e−iω0t |e⟩

)
• ⟨ŝx⟩ (t) = 1

2
cosω0t

• ⟨ŝy⟩ (t) = −1
2
sinω0t

Bloch球：２準位系の状態を球上の点として表す

• |ψ⟩ = cos
θ

2
θ |g⟩+ eiϕ sin

θ

2
|e⟩ with 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π

• 状態全体にかかる位相は非物理的であることを使い、|g⟩の前の係数は実にとる
|ψ⟩ = cos θ |g⟩+ eiϕ sin θ |e⟩ with 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2πではない！
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⇔ |π − θ, ϕ+ π⟩ = − |θ, ϕ⟩

• z方向を向いた定常磁場での歳差運動：Bloch球の上の歳差運動
θ(t) = θ(0), ϕ(t) = −ω0t

g

2

e

g e+

ψ

2

g e+ i 

x

y

z

θ

φ

Notice：ˆ⃗σ ≡ 2ˆ⃗sの期待値はBloch球上の座標

⟨ψ|ˆ⃗σ|ψ⟩ = ( ⟨ψ|σ̂x|ψ⟩ , ⟨ψ|σ̂y|ψ⟩ , ⟨ψ|σ̂z|ψ⟩) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

続いて（定常磁場に加えて）x方向に振動磁場を加えてみる：

Ĥ = ℏω0

(
ŝz −

1

2

)
− 4η sinω1t ŝx

⇓ 2ŝx |g⟩ = |e⟩ , 2ŝx |e⟩ = |g⟩ , |ψ(t)⟩ = fg(t) |g⟩+ fe(t)e
−iω0t |e⟩

ḟg = 2iηe−iω0t sinω1tfe, ḟe = 2iηeiω0t sinω1tfg

⇓ sinω1t =
1

2i
(eiω1t − e−iω1t)

ḟg = η
(
e−i(ω0−ω1)t − e−i(ω0+ω1)t

)
fe

ḟe = η
(
ei(ω0+ω1)t − ei(ω0−ω1)t

)
ft

η ≪ ω0、ω1の場合を考える：

• fg,eの変化のタイムスケール：∼ η−1
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• ei(ω0±ω1)tの変化のタイムスケールが早いと、平均してゼロ

η ≪ |ω0 ± ω1|の場合：

• fg,eはほぼ一定

ω0 = ω1の場合、振動項を無視して（回転波近似）：

ḟg ≃ ηfe, ḟe ≃ −ηfg

これを解いて：

fg(t) ≃ fg(0) cos ηt+ fe(0) sin ηt

fe(t) ≃ fe(0) cos ηt− fg(0) sin ηt

例えば fg(0) = 1、fe(0) = 0のとき：

fg(t) ≃ cos ηt, fe(t) ≃ − sin ηt

数値的に計算してみた結果は、Fig. 4参照。

Exact (�1=�0)

Approx.

Exact (�1=3�0)

0 20 40 60 80 100

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

t

R
e
f e

η = 0.1 ω0

Figure 4: スピン歳差運動の振る舞い。数値計算の結果と近似式との比較。fg(0) = 1。
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3 摂動論
3.1 時間によらない摂動論 I：縮退がない場合
ここでは、厳密に解くことはできない場合に、近似的に波動関数やエネルギー固有関数を求
める手法を学ぶ：

• 系のハミルトニアンが以下のように表される：
Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)

Ĥ(0)：固有状態が厳密に求まる（調和振動子、1
r
ポテンシャル、…）

Ĥ(1)：微小で摂動として扱うことができる（通常微小パラメータに比例）
• 近似的には、エネルギー固有状態は Ĥ(0)の固有状態で近似できる。

⇒ Ĥ(1)の効果を order-by-order に入れていく。

出発点：Ĥ(0)の固有値と固有状態はわかっているものとする

• 固有値のセット {E(0)
n }、固有関数 { |φ(0)

n ⟩}

Ĥ(0)
∣∣φ(0)

n

〉
= E(0)

n

∣∣φ(0)
n

〉〈
φ(0)
n

∣∣∣φ(0)
n′

〉
= δn,n′

• Ĥ(0)の固有状態は完全系をなす。∑
n

∣∣φ(0)
n

〉 〈
φ(0)
n

∣∣ = 1.

⇒ 任意の状態は Ĥ(0)の固有状態の線形和として表される。

まず、Ĥ(0)の固有値に縮退がない場合を考える：

⇒ {E(0)
n }は全て異なる

摂動的扱いが見やすいように、以下のハミルトニアンから出発（実際は λ→ 1）
Ĥ = Ĥ(0) + λĤ(1)

本当に欲しいもの：Ĥの固有値と固有関数
Ĥ |φn⟩ = En |φn⟩
⟨φn|φn′⟩ = δn,n′

このあとは記法の簡略化のため：
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|ϕn⟩ =
∣∣∣φ(0)

n

〉
ハミルトニアンの固有値と固有関数は、λのべき級数で表される（はず）

• En = E
(0)
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + · · ·

• |φn⟩ =
∣∣∣φ(0)

n

〉
+ λ

∣∣∣φ(1)
n

〉
+ λ2

∣∣∣φ(2)
n

〉
+ · · ·∣∣∣φ(p)

n

〉
は
∣∣∣φ(0)

n

〉
の線形和で表される。

⇒ |φn⟩ =
∣∣φ(0)

n

〉
+

∞∑
p=1

λp

(∑
k

C
(p)
nk

∣∣∣φ(0)
k

〉)

• E
(p)
n とC

(p)
nk が求めるべき量

固有値方程式

(Ĥ(0) + λĤ(1))

[∣∣φ(0)
n

〉
+ λ

∑
k

C
(1)
nk

∣∣∣φ(0)
k

〉
+ λ2

∑
k

C
(2)
nk

∣∣∣φ(0)
k

〉
+ · · ·

]

= (E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · )

[∣∣φ(0)
n

〉
+ λ

∑
k

C
(1)
nk

∣∣∣φ(0)
k

〉
+ λ2

∑
k

C
(2)
nk

∣∣∣φ(0)
k

〉
+ · · ·

]

上の方程式を、λの次数が低い方から解いていく：

• λ0：これは自動的に満たされる。

Ĥ(0) |ϕn⟩ = E(0)
n |ϕn⟩

• λ1：

Ĥ(1) |ϕn⟩+ Ĥ(0)
∑
k

C
(1)
nk |ϕk⟩ = E(1)

n |ϕn⟩+ E(0)
n

∑
k

C
(1)
nk |ϕk⟩

• λ2：

Ĥ(1)
∑
k

C
(1)
nk |ϕk⟩+ Ĥ(0)

∑
k

C
(2)
nk |ϕk⟩ = Ĥ(1)

∑
k

C
(1)
nk |ϕk⟩+

∑
k

C
(2)
nk E

(0)
k |ϕk⟩

= E(2)
n |ϕn⟩+ E(1)

n

∑
k

C
(1)
nk |ϕk⟩+ E(0)

n

∑
k

C
(2)
nk |ϕk⟩
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まずO(λ)

• O(λ)を変形して (
Ĥ(1) − E(1)

n

)
|ϕn⟩ =

∑
k

C
(1)
nk

(
E(0)

n − E
(0)
k

)
|ϕk⟩ (3.1)

状態の直交性を用いて、E(1)
n とC

(1)
nk を求める

⟨ϕn|ϕk⟩ = δnk

• ⟨ϕn| × (3.1)：RHS = 0

⟨ϕn|
(
Ĥ(1) − E(1)

n

)
|ϕn⟩ = 0 ⇒ E(1)

n = ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕn⟩

摂動の１次では、エネルギーの変化は Ĥ(1)の期待値で与えられる
• ⟨ϕl| × (3.1) with l ̸= n

⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕn⟩ = C
(1)
nl (E

(0)
n − E

(0)
l ) ⇒ C

(1)
nl =

⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕn⟩
E

(0)
n − E

(0)
l

• C
(1)
nn は Eq. (3.1)からは決まらない

⇒ C
(1)
nn は状態が正しく規格化されるように決定。

⟨φn|φn⟩ = |1 + λC(1)
nn |2 ⟨ϕn|ϕn⟩+ λ2

∑
k ̸=n

|C(1)
nk |

2 ⟨ϕk|ϕk⟩+ · · ·

=1 + 2λReC(1)
nn +O(λ2)

⇒ ReC
(1)
nn = 0

⇒ ImCnnは状態の位相の自由度に対応して決まらない（ImCnn = 0とするのが簡単）

続いて、O(λ2)

E(2)
n |ϕn⟩ =

∑
k

C
(1)
nk (Ĥ

(1) − E(1)
n ) |ϕk⟩+

∑
k

C
(2)
nk (E

(0)
k − E(0)

n ) |ϕk⟩ (3.2)

• ⟨ϕn| × (3.2)

⇒ RHS第１項、k = nはE
(1)
n = ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕn⟩より効かない

⇒ RHS第２項はゼロ
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E(2)
n =

∑
k ̸=n

C
(1)
nk ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕk⟩ =

∑
k ̸=n

⟨ϕk|Ĥ(1)|ϕn⟩ ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕk⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

=
∑
k ̸=n

| ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕk⟩ |2

E
(0)
n − E

(0)
k

• ⟨ϕl| × (3.2) with l ̸= n

0 =
∑
k

C
(1)
nk ⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕk⟩ − C

(1)
nl E

(1)
n + C

(2)
nl (E

(0)
l − E(0)

n )

これを解いて

C
(2)
nl =

1

E
(0)
n − E

(0)
k

[∑
k

C
(1)
nk ⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕk⟩ − C

(1)
nl E

(1)
n

]

=
C

(1)
nn ⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕn⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

+
∑
k ̸=n

⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕk⟩ ⟨ϕk|Ĥ(1)|ϕn⟩
(E

(0)
n − E

(0)
k )(E

(0)
n − E

(0)
l )

− ⟨ϕl|Ĥ(1)|ϕn⟩ ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕn⟩
(E

(0)
n − E

(0)
l )2

初項はC
(1)
nn の不定性に起因

• C
(2)
nn は状態の規格化条件から決める（一般にはゼロにできない）。

例：調和振動子

Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1) (3.3)

with

Ĥ(0) =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2, Ĥ(1) =

1

2
ϵmω2x̂2 (3.4)

Ĥ(0)の固有値、固有状態

• |ϕn⟩ =
1√
n!
(â†)n |0⟩

生成消滅演算子：Ĥ(0)のパラメータで構成

â =
1√
2ℏ

[√
mωx̂+

i√
mω

p̂

]
, â† =

1√
2ℏ

[√
mωx̂− i√

mω
p̂

]

• E(0)
n =

(
n+

1

2

)
ℏω

Ĥの固有値は ω → (1 + ϵ)1/2ωで求まるはず
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• En =

(
n+

1

2

)
ℏ(1 + ϵ)1/2ω = E(0)

n +
1

2
ϵE(0)

n + (ϵ2)

これが摂動論の議論で再現されるかを確認する。
ここで

x̂ =

√
ℏ

2mω
(â+ â†)

を使って

Ĥ(1) =
1

2
ϵmω2x̂2 =

1

4
ϵℏω

[
â2 + (â†)2 + âa† + â†â

]
=

1

4
ϵℏω

[
â2 + (â†)2 + 2N̂ + 1

]
N̂ = â†â: Number operator

従ってO(ϵ)のエネルギーのシフトは：

E(1)
n = ⟨ϕn|Ĥ(1)|ϕn⟩ =

1

4
ϵℏω ⟨ϕn|(2N̂ + 1)|ϕn⟩ =

1

2
ϵ

(
n+

1

2

)
ℏω

3.2 時間によらない摂動論 II：縮退がある場合
続いて、摂動を加える前のハミルトニアンが同じエネルギー固有値の固有状態を複数持つ場
合を考える：

• Ĥ(0) |ϕn,α⟩ = E(0)
n |ϕn,α⟩ (α = 1, 2, · · · , Nn)

• ⟨ϕn,α|ϕn′,α′⟩ = δnn′δαα′

注：|ϕn,α⟩の αについての線形和も Ĥ(0)の固有状態

• Ĥ(0)

(∑
α

aα |ϕn,α⟩

)
= E(0)

n

(∑
α

aα |ϕn,α⟩

)

一般には、縮退した状態をユニタリ行列をつかって基底を取り直すことが可能：∣∣ϕ′
n,α

〉
=
∑
β

Uα,β |ϕn,β⟩

⇒
〈
ϕ′
n,α

∣∣ϕ′
n,β

〉
= δα,β
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以下、摂動がエネルギーの縮退に与える影響を調べる。
|ψ⟩が Ĥ = Ĥ(0) + λĤ(1)の固有状態とする：

(Ĥ(0) + λĤ(1))

(∑
α

aα |ϕn,α⟩+
∑
k ̸=n

λck |ϕk⟩+O(λ2)

)

= (E(0)
n + λE(1)

n + · · · )

(∑
α

aα |ϕn,α⟩+
∑
k ̸=n

λck |ϕk⟩+O(λ2)

)

O(λ)の項：

Ĥ(1)
∑
α

aα |ϕn,α⟩+ Ĥ(0)
∑
k ̸=n

ck |ϕk⟩ = E(1)
n

∑
α

aα |ϕn,α⟩+ E(0)
n

∑
k ̸=n

ck |ϕk⟩

⇒ Ĥ(1)
∑
α

aα |ϕn,α⟩+
∑
k ̸=n

ckE
(0)
k |ϕk⟩ = E(1)

n

∑
α

aα |ϕn,α⟩+ E(0)
n

∑
k ̸=n

ck |ϕk⟩ (3.5)

Eq. (3.5)と ⟨ϕn,β|の内積を取る：∑
α

⟨ϕn,β|Ĥ(1)|ϕn,α⟩ aα = E(1)
n aβ

行列で書くと：

H(1)
n


a1
a2
· · ·
aNn

 ≡


⟨ϕn,1|Ĥ(1)|ϕn,1⟩ ⟨ϕn,1|Ĥ(1)|ϕn,2⟩ · · · ⟨ϕn,1|Ĥ(1)|ϕn,Nn⟩
⟨ϕn,2|Ĥ(1)|ϕn,1⟩ ⟨ϕn,2|Ĥ(1)|ϕn,2⟩ · · · ⟨ϕn,2|Ĥ(1)|ϕn,Nn⟩

· · ·
⟨ϕn,Nn |Ĥ(1)|ϕn,1⟩ ⟨ϕn,Nn |Ĥ(1)|ϕn,2⟩ · · · ⟨ϕn,Nn |Ĥ(1)|ϕn,Nn⟩



a1
a2
· · ·
aNn



=E(1)
n


a1
a2
· · ·
aNn


従って：

• E
(1)
n は行列H(1)

n の固有値
⇒ 行列H(1)

n が異なった固有値を持てば縮退は解ける
• an,αは行列H(1)

n の固有ベクトル
• cℓは Eq. (3.5)と ⟨ϕℓ|の内積を取れば求まる。

cℓ =
∑
α

aα ⟨ϕℓ|Ĥ(1)|ϕn,α⟩
E

(0)
n − E

(0)
ℓ

52



例：２次元調和振動子

Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)

with

Ĥ(0) =
1

2m
(p̂2x + p̂2y) +

1

2
mω2(x̂2 + ŷ), Ĥ(1) = ϵmω2x̂ŷ

それぞれに対する生成消滅演算子：

âi =
1√
2ℏ

[√
mωx̂i +

i√
mω

p̂i

]
, â†i =

1√
2ℏ

[√
mωx̂i −

i√
mω

p̂i

]
, with i = x, y

すると
Ĥ(0) =

(
â†xâx + â†yây + 1

)
ℏω (3.6)

Ĥ(1) =
1

2
ϵℏω(âx + â†x)(ây + â†y) (3.7)

たとえば第１励起状態についての縮退：
|1, x⟩ ≡ â†x |0⟩ , |1, y⟩ ≡ â†y |0⟩

この基底で

H(1)
1 =

1

2
ϵℏω

(
0 1
1 0

)
この固有値：

E(1) = ±1

2
ϵℏω

エネルギー固有値は（摂動の１次で）以下の二つに分裂：

E
(1)
± ≃

(
2± 1

2
ϵ

)
ℏω

ちなみに本当は、ハミルトニアンは対角化できる：

x̂ =
1√
2
(x̂′ − ŷ′), ŷ =

1√
2
(x̂′ + ŷ′)

すると

Ĥ =
1

2m
((p̂′x)

2 + (p̂′y)
2) +

1

2
mω2(1 + ϵ)(x̂)2 +

1

2
mω2(1− ϵ)(ŷ)2

したがって、振動数が√
1± ϵωの調和振動子系と同じ。
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3.3 時間による摂動
相互作用表示

摂動項が（一般には）時間による場合：Ĥ = Ĥ(0) + Ĥ(1)

Ĥ(0)：固有状態が厳密に求まる（時間によらないとする）
Ĥ(1)：時間に依存した摂動項

状態の時間発展（Schröedinger picture）

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ = (Ĥ(0) + Ĥ(1)) |ψ(t)⟩

相互作用表示：

• ÔI = eiĤ
(0)t/ℏÔSe

−iĤ(0)t/ℏ

• |ψ⟩I = eiĤ
(0)t/ℏ |ψ⟩S

演算子と状態の時間発展を Ĥ(0)を使って Schrd̈inger表示からずらす
Ĥ(0)は Schrd̈inger表示と相互作用表示で変わらない

相互作用表示と Schrd̈inger表示とで、対応する「期待値」は同じ

• U ≡ eiĤ
(0)t/ℏとして：[

⟨ψ′|Ô|ψ⟩
]
I
= ⟨ψ′|S U

†UÔSU
†U |ψ⟩ =

[
⟨ψ′|Ô|ψ⟩

]
S

相互作用表示における状態の時間発展：

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩S = (Ĥ

(0)
S + Ĥ

(1)
S ) |ψ(t)⟩S

から出発。

(LHS) = iℏ
d

dt

[
e−iĤ(0)t/ℏ |ψ⟩I

]
= iℏe−iĤ(0)t/ℏ

[
− i

ℏ
Ĥ(0) +

d

dt

]
|ψ⟩I

(RHS) = (Ĥ
(0)
S + Ĥ

(1)
S )
[
e−iĤ(0)t/ℏ |ψ⟩I

]
従って：

iℏ
d

dt
|ψ⟩I = Ĥ

(1)
I (t) |ψ(t)⟩I with Ĥ

(1)
I = eiĤ

(0)t/ℏĤ
(1)
S e−iĤ(0)t/ℏ (3.8)
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Formal solution:

|ψ(t)⟩I =
∞∑
p=0

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tp−1

0

dtp

[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t1)

] [
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t2)

]
· · ·
[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (tp)

]
|ψ(0)⟩I

(3.9)

上の状態が Eq. (3.8)を満たすことはすぐわかる：

d

dt

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tp−1

0

dtp

[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t1)

] [
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t2)

]
· · ·
[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (tp)

]
|ψ(0)⟩I

=

[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t)

] ∫ t

0

dt2 · · ·
∫ tp−1

0

dtp

[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t2)

]
· · ·
[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (tp)

]
|ψ(0)⟩I

“Time ordering”：演算子を時間順に並べる操作

T
[
Ô1(t1)Ô2(t2) · · · Ôp(tp)

]
= {Ô1(t1)Ô2(t2) · · · Ôp(tp)}を時間順に並べたもの

例：

T
[
Ô1(t1)Ô2(t2)

]
= θ(t1 − t2)Ô1(t1)Ô2(t2) + θ(t2 − t1)Ô2(t2)Ô1(t1)

T
[
Ô1(t1)Ô2(t2)Ô3(t3)

]
= θ(t1 − t2)θ(t2 − t3)Ô1(t1)Ô2(t2)Ô3(t3) + · · ·

+ θ(t3 − t2)θ(t2 − t1)Ô3(t3)Ô2(t2)Ô1(t1)

Time ordering を使うと、Eq. (3.9)は：

|ψ(t)⟩I =T
∞∑
p=0

1

p!

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt2 · · ·
∫ t

0

dtp

[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t1)

] [
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (t2)

]
· · ·
[
1

iℏ
Ĥ

(1)
I (tp)

]
|ψ(0)⟩I

T

∞∑
p=0

1

p!

[
1

iℏ

∫ t

0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)

]p
T exp

[
1

iℏ

∫ t

0

dt′Ĥ
(1)
I (t′)

]p
状態を Ĥ(0)の固有状態（完全系をなす）で展開：

|ψ(t)⟩I =
∑
k

ck(t) |ϕk⟩ with Ĥ(0) |ϕk⟩ = E
(0)
k |ϕk⟩

⇔ |ψ(t)⟩S = e−iĤ(0)t/ℏ
∑
k

ck(t) |ϕk⟩ =
∑
k

ck(t)e
−iE

(0)
n t/ℏ |ϕk⟩
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展開係数の満たす方程式：

iℏ
∑
k

ċk(t) |ϕk⟩ = Ĥ
(1)
I (t) |ψ(t)⟩I = eiĤ

(0)t/ℏĤ
(1)
S (t)e−iĤ(0)t/ℏ

∑
k

ck(t) |ϕk⟩

両辺に ⟨ϕl|を作用し、Ĥ(0) |ϕk⟩ = E
(0)
k |ϕk⟩を使うと：

iℏċl =
∑
k

exp

[
i
E

(0)
l − E

(0)
k

ℏ
t

]
⟨ϕl|Ĥ(1)

S (t)|ϕk⟩ ck ≡
∑
k

Vlk(t)ck

cl(t)：

cl(t) = cl(t0) +

∫ t

t0

dt1Vlk(t1)ck(t1) +

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2Vlk1(t1)Vk1k2(t2)ck(t2) + · · ·

初期状態として ck(t0) = δkiとし、Ĥ(1)の１次まで取ると：

cl(t) ≃ δli +

∫ t

t0

dt′ exp

[
i
E

(0)
l − E

(0)
i

ℏ
t′

]
⟨ϕl|Ĥ(1)

S (t)|ϕi⟩

断熱定理

以下の状況を考える：

• 摂動が極めてゆっくりと変化。

• Ĥ(1)(t→ −∞) = 0、Ĥ(1)(t > t1) =
ˆ̄H(1) ̸= 0

Notice: t→ ∞において：

• ハミルトニアン：

Ĥ = Ĥ(0) + ˆ̄H(1)

• ハミルトニアンの固有状態（摂動の１次）：

|Φl⟩ = |ϕl⟩+
∑
k ̸=l

|ϕk⟩ ⟨ϕk| ˆ̄H(1)|ϕl⟩
E

(0)
l − E

(0)
k
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初期条件：cl(t→ −∞) = δln

cn(t > t1) ≃ 1− i
1

ℏ

∫ t

−∞
dt′Vnn(t

′)

ck ̸=n(t > t1) ≃ − i
1

ℏ

∫ t

−∞
dt′Vkn(t

′)

⇓ 部分積分

=
1

(E
(0)
n − E

(0)
k )

[
exp

(
−iE

(0)
n − E

(0)
k

ℏ
t′

)
⟨ϕk|Ĥ(1)

S (t′)|ϕn⟩

]t′=t

t′=−∞

− 1

(E
(0)
n − E

(0)
k )

∫ t

−∞
dt′ exp

(
−iE

(0)
n − E

(0)
k

ℏ
t′

)
d

dt′
⟨ϕk|Ĥ(1)

S (t′)|ϕn⟩

⇓ 摂動の時間変化が十分遅いとき、第２項は無視できる

=
1

(E
(0)
n − E

(0)
k )

exp

(
−iE

(0)
n − E

(0)
k

ℏ
t

)
⟨ϕk|Ĥ(1)

S (t)|ϕn⟩ (3.10)

したがって、時刻 tにおける状態は（相互作用表示では）

|ψ(t)⟩I ≃
(
1− i

1

ℏ

∫ t

−∞
dt′Vnn(t

′)

)
|ϕn⟩+

∑
k ̸=n

exp

(
−iE

(0)
n − E

(0)
k

ℏ
t

)
|ϕk⟩ ⟨ϕk|Ĥ(1)

S (t)|ϕn⟩
E

(0)
n − E

(0)
k

⇓ 摂動の２次以上の項を無視

≃ eiα

[
|ϕn⟩+

∑
k ̸=n

exp

(
−iE

(0)
n − E

(0)
k

ℏ
t

)
|ϕk⟩ ⟨ϕk| ˆ̄H(1)(t)|ϕn⟩

E
(0)
n − E

(0)
k

]
+ · · ·

eiα = exp

(
1− i

1

ℏ

∫ t

−∞
dt′Vnn(t

′)

)
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t→ ∞における Ĥ = Ĥ(0) + ˆ̄H(1)の固有状態（相互作用表示）：

|Φl(t)⟩I ≃ eiĤ
(0)t/ℏ |Φl⟩S

≃ eiĤ
(0)t/ℏ

[
|ϕl⟩+

∑
k ̸=n

|ϕk⟩ ⟨ϕk| ˆ̄H(1)(t)|ϕl⟩
E

(0)
l − E

(0)
k

]

≃ eiE
(0)
l t/ℏ |ϕl⟩+

∑
k ̸=n

eiE
(0)
k t/ℏ |ϕk⟩ ⟨ϕk| ˆ̄H(1)(t)|ϕl⟩

E
(0)
l − E

(0)
k

= eiE
(0)
l t/ℏ

[
|ϕl⟩+

∑
k ̸=n

exp

(
−iE

(0)
l − E

(0)
k

ℏ
t

)
|ϕk⟩ ⟨ϕk| ˆ̄H(1)(t)|ϕl⟩

E
(0)
l − E

(0)
k

]

ただし上の式は、縮退がない場合を想定。以上から：

• |ψl(t)⟩nと |Φl(t)⟩nの差は位相因子。
• 縮退がなく、ポテンシャルがゆっくりと変化する場合、t → −∞であるエネルギー固
有状態にあった状態は、t→ ∞でのエネルギー固有状態に移行する（断熱定理）。

• 特に、基底状態は基底状態であり続ける。

コメント：(3.10)式が成り立つ条件（「摂動の時間変化が十分遅いときとは？」）

⇒ (3.10)式で t→ ∞として、以下の量を比較

e−iωnkt ⟨ϕk|Ĥ(1)
S (∞)|ϕn⟩ vs. I ≡

∫ ∞

−∞
dt′e−iωnkt

′ d

dt′
⟨ϕk|Ĥ(1)

S (t′)|ϕn⟩

ωnk ≡
E

(0)
n − E

(0)
k

ℏ

簡単のため、0 ≲ t ≲ T のあいだに Ĥ
(1)
S は 0から Ĥ

(1)
S (∞)に変化するとする。

Ĥ
(1)
S (t) ∼ t

T
Ĥ

(1)
S (∞).

すると：

I ∼
∫ T

0

dt′e−iωnkt
′
[
1

T
Ĥ

(1)
S (∞)

]
∼ i

ωnkT

(
e−iωnkT − 1

)
⟨ϕk|Ĥ(1)

S (∞)|ϕn⟩

従って「摂動の時間変化が十分遅い」と言える条件：

ωnkT ≪ 1
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4 WKB近似
4.1 Formulation

１次元量子力学を考える（ポテンシャルは時間に依らない）：[
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

]
φ(x) = Eφ(x) ⇒ d2

dx2
φ+

2m

ℏ2
(E − V )φ = 0.

定常状態の波動関数を以下の形に書いてみる：
φ(x) = eiS(x)/ℏ.

すると解くべき方程式は
(S ′)2 − iℏS ′′ − 2m(E − V ) = 0. (4.1)

関数 Sを ℏのべきで展開：
S = S0 + (−iℏ)S1 + (−iℏ)2S2 + · · · .

ℏの各次数で方程式を書き下すと：
(S ′

0)
2 − 2m(E − V ) = 0

2S ′
0S

′
1 + S ′′

0 = 0

· · ·

まず S0：
p(x) ≡

√
2m [E − V (x)]

すると

S ′
0 = ±p ⇒ S0 = ±

∫ x

dx′p(x′)

S ′
1 = −p

′

p
⇒ S1 = −1

2
ln p

従って

φ(x) = eiS(x)/ℏ =
c1√
p
exp

[
i

ℏ

∫ x

dx′p(x′)

]
+

c2√
p
exp

[
− i

ℏ

∫ x

dx′p(x′)

]
c1と c2は定数

E < V の領域（pが純虚数になる領域）では以下の式の方が見やすい

ρ(x) ≡
√

2m(V − E) ⇒ φ(x) =
d1√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ x

dx′ρ(x′)

]
+

d2√
ρ
exp

[
1

ℏ

∫ x

dx′ρ(x′)

]
d1と d2は定数
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WKB近似が成り立つ条件

Sの定数項は波動関数全体の位相なので非物理的であることに注意すると（Eq.(4.1)は Sの
微分しか含まないので、微分に大小関係をつけて）、必要な条件は

|S ′
0| ≫ |(−iℏ)S ′

1| ⇒ |p| ≫ ℏ
|p′|
|p|

⇒ ℏ
∣∣∣∣ p′p2
∣∣∣∣≪ 1 (4.2)

あるいは p2 = 2m(E − V )より pp′ = mV ′を使うと

ℏ
∣∣∣∣mV ′

p3

∣∣∣∣≪ 1

V = Eとなる点の近傍（そこでは p→ 0）では、上の条件は成り立たない！
V = E近傍でポテンシャルを線形近似し、WKB近似が使えない領域を見積もる：

V (x) ≃ E + V ′(x− x0) + · · ·

x0：V = Eとなる点（古典的には転回点）
V ′：x = x0での微分値

⇒ p =
√
−2mV ′(x− x0), p′ =

√
−mV ′

2(x− x0)

従って満たすべき条件は：

|x− x0| ≫
1

2

(
ℏ2

m|V ′(x0)|

)1/3

古典的運動との対比で考えると（E > V なら）pは運動量

⇒ ドブロイ波長：λ =
2πℏ
p

波動関数の位相が 2π変わるのに必要な距離

従って上の条件 (4.2)は、以下のようにも書ける：
1

2π

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣≪ 1 ⇒ λ

2π

∣∣∣∣dλdx
∣∣∣∣≪ λ

すなわち、長さ λ/2πあたりの λの変化は λより十分小さい必要がある。
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4.2 転回点（V = E）近傍での接続公式
WKB近似に基づく波動関数：

φ(x) =


c1√
p
exp

[
i

ℏ

∫ x

dx′p(x′)

]
+

c2√
p
exp

[
− i

ℏ

∫ x

dx′p(x′)

]
: E > V

d1√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ x

dx′ρ(x′)

]
+

d2√
ρ
exp

[
1

ℏ

∫ x

dx′ρ(x′)

]
: E < V

p(x) ≡
√

2m(E − V ) ρ(x) ≡
√

2m(E − V )

(c1, c2)と (d1, d2)との関係は？
V = E近傍：WKB近似は使えない

⇒ ポテンシャルを線形で近似
V = F (x− x0) + E （F > 0）

– x < x0：E > V（古典的に粒子が存在し得る）
– x > x0：E < V（古典的には粒子は存在し得ない）
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Schrödinger方程式

− ℏ2

2m

d2

dx2
φ+ [F (x− x0) + E]φ = Eφ

⇓ z ≡
(
2mF

ℏ2

)1/3

(x− x0)

d2

dz2
φ− zφ = 0 (4.3)

Notice

1

ℏ

∫ x0

x

dx′p(x′) ≃ 1

ℏ

∫ x0

x

dx′
√
−2mF (x′ − x0) =

2

3
|z|3/2 : z < 0

1

ℏ

∫ x

x0

dx′ρ(x′) ≃ 1

ℏ

∫ x

x0

dx′
√

2mF (x′ − x0) =
2

3
z3/2 : z > 0

Eq. (4.3)の解はAiry関数と呼ばれ、ふたつの独立な解が存在：

Ai(z) ∼


1

2
√
πz1/4

e−
2
3
z3/2 : z → ∞

1√
π|z|1/4

cos

(
2

3
|z|3/2 − 1

4
π

)
: z → −∞

Bi(z) ∼


1√
πz1/4

e
2
3
z3/2 : z → ∞

−1√
π|z|1/4

sin

(
2

3
|z|3/2 − 1

4
π

)
: z → −∞

WKB近似の接続公式：

• Case 1：波動関数がAiに比例する場合（Biを含まない）
– x < x0の領域：定常波
– x > x0の領域：転回点から離れるほど波動関数は減少

φ(x) ≃


C
√
p
cos

[
1

ℏ

∫ x0

x

dx′p(x′)− 1

4
π

]
: x < x0

C

2
√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ x

x0

dx′ρ(x′)

]
: x > x0

• Case 2：波動関数がAi− iBiに比例する場合
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– x < x0の領域：転回点から離れる方向に進む進行波
– x > x0の領域：転回点から離れるほど波動関数は増加

φ(x) ≃


C
√
p
exp

[
i

(
i

ℏ

∫ x0

x

dx′p(x′)− 1

4
π

)]
: x < x0

−iC
√
ρ

exp

[
1

ℏ

∫ x

x0

dx′ρ(x′)

]
: x > x0

鞍点法を用いた接続公式の導出

Airy関数の積分表示：

Φ(z) ≡ 1

2
√
πi

∫
C

dt exp

(
−zt+ 1

3
t3
)

経路Cは、|t| → ∞でRet3 → +∞となるようにとる
経路Cの選び方により、独立なふたつの解が存在

Φが Eq. (4.3)を満たすことを見る：(
d2

dz2
− z

)
Φ(z) =

1

2
√
πi

∫
C

dt
(
t2 − z

)
exp

(
−zt+ 1

3
t3
)

=
1

2
√
πi

∫
C

dt
d

dt
exp

(
−zt+ 1

3
t3
)

Cの遠方で表面項が消えるので、Φは Eq. (4.3)を満たす。
Φの |z| → ∞での漸近形を鞍点法で見積もってみる：
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⇒ zの符号によって鞍点は異なる。
⇒ 以下で与えられる rescale した積分変数について、鞍点は以下の図の通り：

まず、経路C0に対応したΦの漸近的ふるまいを鞍点法で見積もる：

⇒ z > 0および z < 0で考慮すべき鞍点は、以下の図のとおり：

• z > 0のとき（z → ∞で指数関数的ふるまいを期待）：
t = z1/2s

と、tから sに変数変換。すると：

Φ(z) =
z1/2

2
√
πi

∫
C0

ds exp

[
z3/2

(
−s+ 1

3
s3
)]

ここで：
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– 被積分関数の鞍点は s = 1（Steepest descent の方向は虚軸に平行）
⇒ 鞍点近傍で s = 1 + iξ

– s = −1も鞍点だが steepest descentは実軸に平行なので、効かない

Φ(z) =
z1/2

2
√
π

∫
dξ exp

[
z3/2

(
−2

3
− ξ2 +O(ξ3)

)]
⇓ η = z3/4ξ

=
z−1/4

2
√
π
exp

[
−2

3
z3/2

] ∫
dξ exp

[
−η2 +O(η3/z1/3)

]
⇓

∫
dηe−η2 =

√
π

=
z−1/4

2
exp

[
−2

3
z3/2

]
• z < 0：振動的ふるまいを期待

t = |z|1/2u

として

Φ(z) =
|z|1/2

2
√
πi

∫
C0

du exp

[
|z|3/2

(
u+

1

3
u3
)]

⇓ 非積分関数の鞍点は u = ±i

⇓ u = ±i+ reiθ ⇒ u+
1

3
u3 = ±2

3
i± ir2e2iθ

⇓ Steepest descent の方向 : θ = ±1

4
π

⇓ 鞍点近傍で u = 1 +
√
±iξ

=
|z|1/2

2
√
πi

[√
i

∫
dξ exp

{
|z|3/2

(
2

3
i− ξ2 +O(ξ3)

)}
+ (u ≃ −i近傍の寄与)

]

=
|z|−1/4

2i

[
eiπ/4 exp

(
2

3
i|z|3/2

)
− e−iπ/4 exp

(
−2

3
i|z|3/2

)]
= |z|−1/4 sin

(
2

3
|z|3/2 + 1

4
π

)
= |z|−1/4 cos

(
2

3
|z|3/2 − 1

4
π

)
(4.4)
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C0から得られる波動関数：

• x > x0で（Aを定数として）：

φ(x) ≃A× 1

2
(x− x0)

−1/4 exp

[√
2mF

ℏ2
(x− x0)

3/2

]

≃ (2mF )1/4A× 1

2
√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ x

x0

dx′ρ(x′)

]
ρ =

√
2mF (x− x0) ⇒

∫ x

x0

dx′ρ(x′) =
√
2mF × 2

3
(x− x0)

3/2

x→ ∞でゼロに漸近する
• x < x0で：

φ(x) ≃A× |x− x0|−1/4 cos

[√
2mF

ℏ2
|x− x0|3/2 −

1

4
π

]

≃ (2mF )1/4A× 1
√
p
cos

[
1

ℏ

∫ x0

x

dx′p(x′)− 1

4
π

]

右向きと左向きの波の重ね合わせ

続いて、C±に対応したΦの漸近的ふるまい：

• z > 0

t = z1/2s

として

Φ(z) =
z1/2

2
√
πi

∫
C±

ds exp

[
z3/2

(
−s+ 1

3
s3
)]

やはり鞍点法を用いる。
– 考慮すべき鞍点は s = −1（Steepest descent の方向は実軸）

⇒ 鞍点近傍で s = −1 + ξ
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Φ(z) =
z1/2

2
√
πi

∫
dξ exp

[
z3/2

(
2

3
− ξ2 +O(ξ3)

)]
⇓ η = z3/4ξ

=
z−1/4

2
√
πi

exp

[
2

3
z3/2

] ∫
dξ exp

[
−η2 +O(η3/z1/3)

]
⇓

∫
dηe−η2 =

√
π

= − i
z−1/4

2
exp

[
2

3
z3/2

]
• z < 0：
C0の経路の s = ±iのどちらかの鞍点のみが寄与
⇒ C0の場合の結果を使える（(4.4)の最後から３行目を見よ）
⇒ s = −iではC0の場合と比べて鞍点を逆向きに通るので、マイナス符号がつく

Φ(z) ≃ |z|−1/4

2i
e±iπ/4 exp

[
±i2

3
|z|3/2

]
= ±|z|−1/4

2
exp

[
±i
(
2

3
|z|3/2 − 1

4
π

)]
C±から得られる波動関数：

• x > x0で：

φ(x) ≃A× −i
2
(x− x0)

−1/4 exp

[√
2mF

ℏ2
(x− x0)

3/2

]

≃ − i(2mF )1/4A× 1

2
√
ρ
exp

[
1

ℏ

∫ x

x0

dx′ρ(x′)

]
x→ ∞で発散

• x < x0で：

φ(x) ≃A× |x− x0|−1/4

2
exp

[
±i

(√
2mF

ℏ2
|x− x0|3/2 −

1

4
π

)]

≃ ± (2mF )1/4A× 1

2
√
p
exp

[
±i
(
1

ℏ

∫ x0

x

dx′p(x′)− 1

4
π

)]
進行波
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4.3 WKB近似と古典論の対応
３次元の量子力学：

iℏψ̇(x⃗, t) = Ĥψ(x⃗, t)

Ĥ = − ℏ2

2m
∇2 + V

WKB近似を適用してみる：

ψ(x⃗, t) = A exp

[
i

ℏ
σ(x⃗, t)

]
σ = −Et+ S(x⃗) ⇒ σ̇ = −E

O(ℏ−1)だけ残すと：

−σ̇ =
1

2m
(∇σ)2 + V (x⃗)

あるいは

E =
1

2m
(∇S)2 + V (x⃗)

これは解析力学で出てきた Hamilton-Jacobi (HJ) 方程式。

⇒ WKB 近似のO(ℏ−1)で、SはHJ方程式を満たす。

古典論の復習：HJ 方程式の解 S(x⃗)が与えられたとする：

⇒ 古典的に運動する解の組が与えられる：
p⃗(x⃗) = ∇⃗S(x⃗)

⇒ Sの一定面は、粒子の進行方向と直行。

S(x⃗) =

∫ x⃗

dx⃗′p⃗(x⃗′).

WKB 近似を用いた波動関数を使うと：

⇒ 確率の流れベクトル：

J⃗ = −i ℏ
2m

[
ψ∗(∇⃗ψ)− (∇⃗ψ∗)ψ

]
∝ ∇S = p⃗

⇒ 古典的な粒子の運動の運動量に比例。
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4.4 WKB近似を用いたトンネル効果の解析
以下の図のようなポテンシャルを考える。

領域１：x < a

φ(x) ≃ 1
√
p
cos

[
1

ℏ

∫ x

a

dx′p(x′)− 1

4
π

]
領域２：a < x < b（ここは、古典的には粒子が存在し得ない）

φ(x) ≃ 1

2
√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ x

a

dx′ρ(x′)

]
=

1

2
√
ρ
exp

[
−1

ℏ

∫ b

a

dx′ρ(x′)

]
exp

[
−1

ℏ

∫ x

b

dx′ρ(x′)

]
領域３：x > b

φ(x) ≃ i

2
√
p
exp

[
−1

ℏ

∫ b

a

dx′ρ(x′)

]
exp

[
i

(
1

ℏ

∫ x

b

dx′p(x′)− 1

4
π

)]

従って、透過率：

T =
(透過フラックス)

(入射フラックス)
≃ exp

[
−2

ℏ

∫ b

a

dx′ρ(x′)

]
= exp

[
−2

ℏ

∫ b

a

dx′
√

2m[V (x′)− E]

]
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4.5 Bohr-Sommerfeldの量子条件

１次元ポテンシャルに束縛された粒子のエネルギーをWKB近似を用いて解析する。

• エネルギー：E
• 古典的転回転：x = a、b ⇒ V (a) = V (b) = E

領域を３つに分類：

• x > a：領域 I

• a < x < b：領域 II（ここだけ、古典的に許される）
• x < b：領域 III

領域 I（古典的に禁止）：x→ −∞で指数関数的に減衰

φI(x) ≃
A√
ρ(x)

exp

[
−1

ℏ

∫ a

x

dx′ρ(x′)

]
領域 III（古典的に禁止）：x→ +∞で指数関数的に減衰

φIII(x) ≃
C√
ρ(x)

exp

[
−1

ℏ

∫ x

b

dx′ρ(x′)

]

領域 II：振動解

• 領域 Iから接続すると：

φII(x) ≃
2A√
p(x)

cos

[
1

ℏ

∫ x

a

dx′p(x′)− π

4

]

70



• 領域 IIIから接続すると：

φII(x) ≃
2C√
p(x)

cos

[
1

ℏ

∫ b

x

dx′p(x′)− π

4

]

二つの波動関数が同一であるための条件：

φ
(from III)
II (x) ≃ 2C√

p(x)
cos

[
1

ℏ

∫ b

x

dx′p(x′)− π

4

]
=

2C√
p(x)

cos

[
1

ℏ

∫ x

a

dx′p(x′)− π

4
−
(
1

ℏ

∫ b

a

dx′p(x′)− π

2

)]
=φ

(from I)
II (x) ≃ 2A√

p(x)
cos

[
1

ℏ

∫ x

a

dx′p(x′)− π

4

]

従って：

A = (−1)nC

および
1

ℏ

∫ b

a

dx′p(x′)− π

2
= nπ

第２式を書き換えると：∮
dx′p(x′) ≡ 2

∫ b

a

dx′p(x′) = 2π

(
n+

1

2

)
ℏ : Bohr-Sommerfeldの量子化条件

Notice: 上の式の左辺は、周期振動について、１周期分の運動の位相空間体積

⇒ 束縛状態について、位相空間体積は量子化される

71



調和振動子の例

ハミルトニアン：

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2

転回点：

1

2
mω2x2 = E ⇒ x± ≡ ±

√
2E

mω2
≡ ±a

「運動量」関数：

p(x) =
√

2m (E − V ) =
√
2mE −m2ω2x2

位相空間体積：∮
dxp(x) = 2

∫ a

−a

dx
√
2mE −m2ω2x2 = 2mω

∫ a

−a

dx
√
a2 − x2

⇓
∫ a

−a

dx
√
a2 − x2 =

1

2
πa2

= πmωa2 =
2πE

ω

量子化条件：
2πE

ω
= 2π

(
n+

1

2

)
ℏ ⇒ E =

(
n+

1

2

)
ℏω.
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5 経路積分
5.1 経路積分による量子力学の定式化
以下、１自由度の量子力学を考える：

• 位置演算子：x̂
• 運動量演算子：p̂

交換関係

[x̂, p̂] = iℏ

Hamiltonian:

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V (x̂)

位置演算子（Heisenberg描像の）の固有状態：

|x; t⟩ with x̂(t) |x; t⟩ = x |x; t⟩

Schrodinger描像との対応関係：

Ô(t) = eiĤt/ℏÔe−iĤt/ℏ (LHS/RHS: Heisenberg/Schrodinger描像）

|x; t⟩ = eiĤt/ℏ |x⟩ with x̂ |x⟩ = x |x⟩

以下、ある時刻 tiに xiにいた粒子が別の時刻 tf に xf に存在する確率振幅を考える：

⟨qf ; tf |xi; ti⟩ = ⟨xf |e−iĤ(tf−ti)/ℏ|xi⟩

ちなみに、これまでは Schrodinger方程式を解いて時間発展を解析：

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ with |ψ(ti)⟩ = |xi⟩ .

このあとよく出てくる完全系の表式：

1 =

∫
dxn |xn; tn⟩ ⟨xn; t| ⇔ ⟨x|x′⟩ = δ(x− x′)

1 =

∫
dpn |pn; tn⟩ ⟨pn; t| ⇔ ⟨p|p′⟩ = δ(p− p′)
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特に、位置演算子の完全系の式を使うと：

⟨qf ; tf |xi; ti⟩ =
∫
dx1 ⟨qf ; tf |x1; t1⟩ ⟨q1; t1|xi; ti⟩

= · · ·

=

∫
dx1dx2 · · · dxN−1 ⟨qf ; tf |xN−1; tN−1⟩ · · · ⟨q2; t2|x1; t1⟩ ⟨q1; t1|xi; ti⟩

ただし：

tn = ti + n∆t with ∆t ≡ tf − ti
N

そして、分割数N を無限大に持っていく：

⇒ ∆t = tn − tn−1は微小

すると

⟨xn; tn|xn−1; tn−1⟩ = ⟨xn|e−iĤ(tn−tn−1)/ℏ|xn−1⟩

= ⟨xn|
[
1− iℏ−1Ĥ∆t+O(∆t2)

]
|xn−1⟩

= ⟨xn|xn−1⟩ − iℏ−1∆t ⟨xn|Ĥ|xn−1⟩+ · · ·
= δ(xn − xn−1)− iℏ−1∆t ⟨xn|Ĥ|xn−1⟩+ · · ·

=

∫
dpn
2πℏ

eipn(xn−xn−1)/ℏ − iℏ−1∆t ⟨xn|Ĥ|xn−1⟩+ · · ·

Here, pn is just an integration variable
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Hamiltonianについての行列要素：

⟨xn|Ĥ(x̂, p̂)|xn−1⟩ =
∫
dpn ⟨xn|pn⟩ ⟨pn|Ĥ(x̂, p̂)|xn−1⟩

⇓ ⟨x|p⟩ = 1√
2πℏ

eipx

=

∫
dpn√
2πℏ

eipnxn/ℏ ⟨pn|H(xn−1, pn)|xn−1⟩

=

∫
dpn
2πℏ

eipn(xn−xn−1)/ℏH(xn−1, pn)

従って、微小時間に対する遷移確率振幅は

⟨xn; tn|xn−1; tn−1⟩ =
∫

dpn
2πℏ

eipn(xn−xn−1)/ℏ
[
1− iℏ−1∆t ⟨xn|Ĥ|xn−1⟩

]
=

∫
dpn
2πℏ

exp
[
iℏ−1 {pn(xn − xn−1)−∆tH(xn−1, pn)}

]
⇓ ẋn−1 ≡

xn − xn−1

∆t

=

∫
dpn
2πℏ

exp
[
iℏ−1∆t {ẋn−1pn −H(xn−1, pn)}

]
従って、遷移確率振幅は

⟨qf ; tf |xi; ti⟩ =
∫
dx1 · · · dxN−1

dp1
2πℏ

· · · dpN
2πℏ

exp

[
iℏ−1∆t

N∑
n=1

{ẋn−1pn −H(xn−1, pn)}

]

=

∫
dx1

dp1
2πℏ

· · · exp

[
iℏ−1∆t

N∑
n=1

{
ẋn−1pn −

p2n
2m

− V (xn−1)

}]

=

∫
dx1

dp1
2πℏ

· · · exp

[
iℏ−1∆t

N∑
n=1

{
−(pn −mẋn−1)

2

2m
+

1

2
mẋ2n−1 − V (xn−1)

}]

⇓
∫

dpn
2πℏ

exp

[
iℏ−1∆t

{
−(pn −mẋn−1)

2

2m

}]
=

√
m

2πiℏ∆t
≡ A−1

=A−1

∫
dx1
A

dx2
A

· · · dxN−1

A
exp

[
iℏ−1∆t

N∑
n=1

{
1

2
mẋ2n−1 − V (xn−1)

}]

⇓ L(x, ẋ) =
1

2
mẋ2 − V (x)

≡
∫

Dx exp
[
iℏ−1

∫ tf

ti

dtL(x(t), ẋ(t))

]
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あるいは S =
∫
dtLを使うと：

⟨qf ; tf |xi; ti⟩ =
∫

DxeiS/ℏ

上の式が、経路積分で遷移振幅を与える式：

• Schematic には、遷移振幅は全ての可能な経路についての和で与えられる。
• 経路の起点と終点は、考えている初期状態と終状態で決まる

– x(t0) = x(ti)

– x(tN) = x(tf )

• それぞれの経路の寄与は、eiS/ℏ

5.2 波動関数とSchrodinger方程式
波動関数：

ψ(x, t) = ⟨x|ψ(t)⟩ = ⟨x; t|ψ⟩

いま、初期状態を t = tiで与える：

ψ(x, t = ti) = ⟨x; t = ti|ψ⟩

任意の時刻における波動関数：

ψ(x, t) = ⟨x; t|ψ⟩ =
∫
dx′ ⟨x; t|x′; ti⟩ ⟨x′; ti|ψ⟩ ≡

∫
dx0U(x; t|x′; ti)ψ(x′; ti)

すると、U(x; t|x′; t′) ≡ ⟨x; t|x′; t′⟩は経路積分で計算可能。
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以下、ψ(x, t)の時間発展の従う方程式を導く：

ψ(x, t+ δt) =

∫
dx′

A
exp

[
iℏ−1

∫ t+δt

t

dt′L(t′)

]
ψ(x′; t)

≃
∫
dx′

A
exp

[
iℏ−1δt

{
1

2
m

(
x− x′

δt

)2

− V

}]
ψ(x′; t)

⇓ x′ − x = ϵ

=

∫
dϵ

A
exp

[
iℏ−1

(
1

2
m
ϵ2

δt
− δtV

)]
ψ(x+ ϵ; t)∫

dϵ

A
eiℏ

−1 m
2δt

ϵ2
[
1− ℏ−1δtV + · · ·

] [
ψ(x; t) + ϵψ′ψ(x; t) +

1

2
ϵ2ψ′′(x; t) + · · ·

]
⇓

∫
dϵ

A
eiℏ

−1 m
2δt

ϵ2 = 1,

∫
dϵ

A
ϵ2eiℏ

−1 m
2δt

ϵ2 = i
δt

m
ℏ

=ψ(x, t)− iδt

[
ℏ−1V ψ − ℏ

2m
ψ′′
]

上の式を整理すると：

iℏ
∂

∂t
ψ =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V

]
ψ

このことから、経路積分でも、波動関数とそれが従う Schrodinger方程式が導かれることが
わかる。

5.3 多点関数の生成汎函数
まず、時間順序積を導入：

T
[
Ô1(t1)Ô2(t2)

]
≡ Ô1(t1)Ô2(t2)θ(t1 − t2) + Ô2(t2)Ô1(t1)θ(t1 − t2)

３個以上の演算子に対しても、同様に時間順序積を定義。
以下の n点関数を考える：

G(n)(t1, · · · , tn) ≡ ⟨x′; t′|T [x̂1(t1)x̂2(t2) · · · x̂n(tn)]|x; t⟩

77



経路積分で考えると、たとえば t1 > t2 > · · · > tnのとき
G(n)(x1, · · · , xn)
= ⟨x′; t′|x̂1(t1)x̂2(t2) · · · x̂n(tn)|x; t⟩

= ⟨x′; t′|
(∫

dy1 |y1; t1⟩ ⟨y1; t1|
)
x̂1(t1)

(∫
dy2 |y2; t2⟩ ⟨y2; t2|

)
x̂2(t2) · · · |x; t⟩

=

∫
Dxx(t1) · · · x(tn)eiS/ℏ

従って、一般の時間順序に対して：

G(n)(x1, · · · , xn) =
∫

Dxx(t1) · · · x(tn)eiS/ℏ

G(n)の生成汎函数

Z[J ] ≡
∫

Dx exp
[
iℏ−1S + i

∫
dtJ(t)x(t)

]
Z[J ]は J(t)の汎函数。
すると：

G(n)(x1, · · · , xn) =
[(

1

i

δ

δJ(t1)

)
· · ·
(
1

i

δ

δJ(tn)

)
Z[J ]

]
J→0

.

以下の式を何度も使えば、上の式は導かれる：
δ

δJ(t1)
≡ lim

ϵ→0

1

ϵ
{Z[J(t) + ϵδ(t− t1)]− Z[J(t)]}

= lim
ϵ→0

1

ϵ

∫
Dx

[
exp

{
iℏ−1S +

∫
dt (J(t) + ϵδ(t− t1)) x(t)

}

− exp

{
iℏ−1S +

∫
dtJ(t)x(t)

}]

= lim
ϵ→0

1

ϵ

∫
Dx exp

{
iℏ−1S +

∫
dtJ(t)x(t)

}[
eiϵx(t1) − 1

]
= lim

ϵ→0

1

ϵ

∫
Dxx(t1) exp

{
iℏ−1S +

∫
dtJ(t)x(t)

}

例：調和振動子

特に（量子力学なら）調和振動子の場合が重要：

H =
1

2
p2 +

1

2
mω2x2 =

(
â†â+

1

2

)
ℏω
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ここで

â ≡ 1√
2ℏ

[√
mωx̂+

i√
mω

p̂

]
, â† ≡ 1√

2ℏ

[√
mωx̂− i√

mω
p̂

]
交換関係：

[â, â†] = 1

位置演算子、運動量演算子を âと â†で表すと

x̂ =

√
ℏ

2mω
(â+ â†), p̂ = −i

√
mℏω
2

(â− â†)

以下、特に基底状態から基底状態への遷移を考える：

G(2)(t) ≡ ⟨0|T [x̂(t)x̂(0)]|0⟩

正準量子化に基づく計算：

⟨0|[x̂(t)x̂(0)]|0⟩ = ⟨0| eiĤt/ℏx̂e−iĤt/ℏx̂ |0⟩

⇓ x̂ =

√
ℏ

2mω
(â+ â†)

=
ℏ

2mω
⟨0| eiĤt/ℏâe−iĤt/ℏâ† |0⟩

⇓ Ĥ |0⟩ = 1

2
ℏω |0⟩ , Ĥa† |0⟩ = 3

2
ℏωa† |0⟩

=
ℏ

2mω
e−iωt

同様に

⟨0|[x̂(0)x̂(t)]|0⟩ = ℏ
2mω

eiωt

従って

⟨0|T [x̂(t)x̂(0)]|0⟩ = ℏ
2mω

[
e−iωtθ(t) + eiωtθ(−t)

]
続いて、 ⟨0|T [x̂(t)x̂(0)]|0⟩を経路積分で計算。

• ⟨Ψf ; tf |T [x̂(t)x̂(0)]|Ψi; ti⟩から出発。
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• 始状態と終状態から真空を抜き出す。

−iϵ処方：

• ω2を ω2 − iϵで置き換える。
• ϵは正の微小パラメータ、計算の最後にゼロとする。
• 合わせて、ti → −∞、tf → +∞

Hamiltonian：

Ĥ =
1

2
p̂2 +

1

2
m(ω2 − iϵ)x̂2 ≡ Ĥ − 1

2
imω2ϵx̂2

こうすると、始状態と終状態から真空のみが残る。

• Hamiltonianの固有状態：Ĥ |n⟩′ = E ′
n |n⟩

′

• 摂動論をつかうと：

|n⟩′ = 1√
n
(a†)n |0⟩+O(ϵ) ≡ |n⟩+O(ϵ)

E ′
n = En + ⟨n| (−iϵmx̂2/2) |n⟩+O(ϵ2) =

(
n+

1

2

)
ℏω − iℏ

2ω
ϵ

(
n+

1

2

)
• |Ψi⟩をHamiltonianの固有状態で展開すると：

|Ψi; ti⟩ =
∑
n

eiE
′
nti |E ′

n⟩ ⟨E ′
n|Ψi⟩

=
∑
n

exp

(
ℏ
2ω
ϵ

(
n+

1

2

)
ti

)
eiEnti |E ′

n⟩ ⟨E ′
n|Ψi⟩

• ti → −inftyとすると、n = 0（最低エネルギー状態）が効く。
• ⟨Ψf |も、同様のふるまい。

式で書くと：
⟨Ψf ; tf |T [· · · ]|Ψi; ti⟩|ω2→ω2−iϵ,ti→−∞,tf→+∞ ∝ ⟨0|T [· · · ]|0⟩

生成汎函数（with −iϵ prescription）

Z[J ] = N

∫
Dx exp

[
iℏ−1

∫
dt

(
1

2
mẋ2 − 1

2
m(ω2 − iϵ)x2 + Jx

)]
ただし、N は規格化因子
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J [0] = ⟨0|0⟩ = 1 ⇒ N =

[∫
DxeiS/ℏ

]−1

Fourier変換を用いて、経路積分を定義：

• f(t) =

∫
dk

2π
e−iktf̃(k) ⇔ f̃(k) =

∫
dteiktf(t)

• 特に、f(t)が実数関数なら f̃ ∗(k) = f̃(−k)

経路積分（全ての経路についての積分）：∫
Dx→

∏
k

∫
dx̃k

Fourier振幅を用いると：

SJ ≡
∫
dt

[
1

2
mẋ2 − 1

2
m(ω2 − iϵ)x2 + Jx

]
=

∫
dt
dk

2π

dk′

2π

[
1

2
m(ik)(ik′)x̃(k)x̃(k′)e−i(k+k′)t − 1

2
m(ω2 − iϵ)x̃(k)x̃(k′)e−i(k+k′)t

+ J̃(k)x̃(k′)e−i(k+k′)t

]

=

∫
dk

2π

[
1

2
mk2|x̃(k)|2 − 1

2
m(ω2 − iϵ)|x̃(k)|2 + J̃∗(k)x̃(k)

]
=

∫
dk

2π

[
1

2
m{k2 − (ω2 − iϵ)}

{
x̃(k) +

1

m(k2 − ω2 + iϵ)
J̃(k)

}
{
x̃(−k) + 1

m(k2 − ω2 + iϵ)
J̃(−k)

}
− J̃(−k) 1

2m(k2 − ω2 + iϵ)
J̃(k)

]

経路積分を行うと、第１項はガウス積分に伴っていなくなることを考慮すると：

Z[J ] =N

∫
DxeiSJ/ℏ

= exp

[
−iℏ−1

∫
dk

2π
J̃(−k) 1

2m(k2 − ω2 + iϵ)
J̃(k)

]
= exp

[
−iℏ−1

∫
dk

2π
dtdt′J(t)e−ikt 1

2m(k2 − ω2 + iϵ)
J(t′)eikt

′
]
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２点関数：

⟨0|T [· · · ]|0⟩ = (ℏ/i)2
δ

δJ(t)

δ

δJ(0)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

= − ℏ2 × (−iℏ−1)

∫
dk

2π

1

2m(k2 − ω2 + iϵ)

(
eikt + e−ikt

)
=
iℏ
2m

∫
dk

2π

1

2ω

[
1

k − (ω − iϵ)
− 1

k + (ω − iϵ)

] (
eikt + e−ikt

)

まず t > 0のとき：

⟨0|T [· · · ]|0⟩t>0 =
i

4mω

[
−
∫
C+

dk

2π

eikt

k + (ω − iϵ)
+

∫
C−

dk

2π

e−ikt

k − (ω − iϵ)

]
=

ℏ
2mω

e−iωt

同様に t < 0のとき：

⟨0|T [· · · ]|0⟩t<0 =
ℏ

2mω
eiωt

まとめると：

⟨0|T [x̂(t)x̂(0)]|0⟩ = ℏ
2mω

[
e−iωtθ(t) + eiωtθ(−t)

]
これは、正準量子化に基づいて計算した結果と一致。
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