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この講義ノートは http://www-hep.phys.s.u-tokyo.ac.jp/~matsuoよりダウンロードできる。
板書の内容はこのノートに近いので、板書をそのままノートに取るよりは、この講義ノートと比較
しながら重要なポイントは何か、疑問点はどこかを考えることに集中し、講義を聴講することが望
ましい。また、この物理数学 Iで学ぶ公式などについては同じ場所に物理数学 Iの講義ノートもあ
るのでそちらも適宜参照してほしい。

参考書など: 講義の際の解説には時間的な限界もあるので証明の厳密性よりは、各公式が持つ意
味、考え方を中心に解説している。証明については定理の内容をより鮮明に説明するために有用で
あれば紹介している。より数学的に深く系統的な知識を得たい学生は専門書を当たるべきであろう。
以下にいくつかの参考書をあげる。

• 寺澤寛一「自然科学者のための数学概論」(増訂版 1983 岩波) かなり古いが名著。偏微分方程
式の詳しい解法はその続編である「自然科学者のための数学概論」（応用編）に詳しい。

• 犬井鉄郎「特殊関数」 (1962) 特殊関数の取り扱いで参考にしている。

• Arfken, Weber, and Harris “Mathematical Methods for Physicists” (Academic Press, 7th

edition 2011) アメリカで標準的に用いられている教科書。現代的であるが 1200ページくらい
あり全てを読むのは無理。ただなんでも書いてあるし、必要な部分だけ読むことも可能なの
でReferenceとして便利。

• Whittaker and Watson “A course of modern analysis” (Cambridge 1902) 古典解析学の名著。
最も詳しく信頼できる記述がなされている。

• この講義ノートの中では物理数学 Iの知識は既知として取り扱っている。以前の講義ノートが
上記のリンクよりダウンロードできる。
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第1章 Fourier級数とFourier変換

1.1 Fourier級数
Fourier級数展開とは周期関数を三角関数の和として書き表す展開。f(x)を周期 2πの周期実関数
とする。すなわち xを実変数として

f(x+ 2π) = f(x)

この時 f(x)の Fourier級数展開とは

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)) (1.1)

=
∑
n∈Z

cne
inx (1.2)

のような展開をさす。ここで an, bn ∈ R, cn ∈ C, c∗n = c−nとなる。2行目の展開は複素Fourier級数
と呼ばれることもある。

eix = cos(x) + i sin(x)

に注意すると
an = cn + c−n, bn = −i(cn − c−n)

となる。

ここに出てきた三角関数は全て周期 2πであり、次のような直交性条件を満たす。∫ π

−π

sin(nx) sin(mx)dx =πδn,m (1.3)∫ π

−π

cos(nx) sin(mx)dx =0 (1.4)∫ π

−π

cos(nx) cos(mx)dx =

{
πδn,m n ̸= 0 または m ̸= 0

2π n = m = 0
(1.5)

(1.6)

または ∫ π

−π

einxeimxdx = 2πδn+m,0 (1.7)
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これらの条件を用いると an, bn, cnの具体形を得ることが可能となる。

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx)dx (1.8)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx (1.9)

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx (1.10)

コメント

• Fourier級数展開を持つためには f(x)は有限の点をのぞいて連続である必要がある。(Dirichlet
条件)

• 関数 f(x)が不連続な点では級数は以下の値に極限を持つ。
1

2
lim
ϵ→0+

(f(a+ ϵ) + f(a− ϵ))

• 不連続な点の周りでは Fourier級数は収束性が悪い。Fourier級数の無限和を有限和（例えば
最初のN 項のみたしあげる）で近似した場合、不連続点の周りの 1/N 程度の狭い領域で最大
18%程度の誤差が生じる (Gibbs現象)

• 周期 2πを持つ関数全体Hを考えると線型空間（ヒルベルト空間）となる（f(x), g(x) ∈ Hに
ついて af(x) + bg(x) ∈ H）。展開 (1.1), (1.2)の存在は sin(nx), cos(nx) (または einx)がHの
完備な基底であることを示している。なおこれらの基底はHermite演算子− d2

dx2 の固有関数で
あるが、Hermite演算子の固有ベクトルで線型空間が張られる有限次元の線形代数のアナロ
ジーが成立している。

例

• f(x) = π − |x|, (−π ≤ x ≤ π). それ以外の領域へは周期性を用いて拡張。f(x)は連続関数で
ある。係数を (1.8–1.9)により計算すると

a0 = π, an =
2 (1− (−1)n)

πn2
=

{
4

πn2 n = odd

0 n = even
, bn = 0

(bnがゼロなのは f(x)が偶関数であるため) fk(x) =
π
2
+
∑k

n=1 (an cos(nx))（最初の k + 1項
のみ和をとったもの）とし、f(x)と f1, f7を比較したプロットが図 1.1である。収束性が良い
(一様収束)ことがわかる。
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図 1.1: 三角波：f1と f7
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図 1.2: 矩形波：f10と f20

• f(x) =

{
0 −π < x < 0

1 0 < x < π

係数を計算すると
a0 = 1, an = 0, bn =

1

πn
(1− (−1)n)

となる。よって Fourier級数は

f(x) =
1

2
+

∞∑
n=1

bn sin((2n− 1)x)

この和を nまでの有限和で切ったものを fnとしたとき f10, f40をプロットしたもの図 1.2であ
る。項数の割に収束性が悪く、不連続点の周りで (一様収束でない)ことがわかる。

• （2π周期をもつ）デルタ関数 f(x) = δ(x− x0), −π < x0 < π. 式 1.10より

cn =
1

2π

∫ π

−π

δ(x− x0)e
−inx =

e−inx0

2π

これからデルタ関数を表す Fourier級数は

δ(x− x0) =
∑
n∈Z

1

2π
ein(x−x0) (1.11)

=
1

2π

(
1 + 2

∞∑
n=1

cosn(x− x0)

)
(1.12)

となる。和を nまでとった関数を fn(x)として f5, f20をプロットすると図 1.3となる。

1.2 Fourier変換
Fourier級数における周期性の拘束を外したものが Fourier変換である。(−∞,∞)で定義される
絶対可積分 (

∫∞
−∞ |f(x)|dx <∞)な任意の関数について定義される。（この拘束条件はかなり厳しく
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図 1.3: デルタ関数の Fourier級数：f5と f20

通常はもっと緩い条件で定義が行われる）この講義では以下のように Fourier変換、逆変換を定義
する。

• Fourier変換:

F(f)(k) = f̃(k) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−ikxdx (1.13)

• Fourier逆変換
F−1(f̃)(x) = f(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(k)eiikxdk (1.14)

Fourier級数との関係 この表式は Fourier級数で周期 2πLを無限にとった極限としても理解でき
る。簡単のため複素 Fourier級数を周期 2πLの関数に拡張したものを以下に書く。(x → x/Lとい
う置き換えにより得られる)

f(x) =
∑
n∈Z

cne
inx/L (1.15)

cn =
1

2πL

∫ πL

−πL

e−inx/Lf(x)dx (1.16)

ここでL→ ∞の極限を以下のように取る。まず k = n/Lとすると和∑n
1
L
が ∫ dkに置き換えられ

る。同時に f̃(k) = 2πLcnと書き換えると

f(x) =
∑
n∈Z

cne
inx/L = L

∫
dkcne

ikx =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(k)eikxdk

となる。逆変換の方は以上の定義を代入すると式 (1.16)が得られる。
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デルタ関数 式 (1.15)と (1.16)を同時に使うと

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̃(k)eikxdk =

∫ ∞

−∞

(
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−y)dk

)
f(y)dy

これは
δ(x− y) =

1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−y)dk (1.17)

であることを表している。また、
F(δ(x)) = 1 (1.18)

つまりデルタ関数が定数 1に変換されることはよく用いられる。

微分に関する性質
F
(
df

dx

)
(k) = ikF(f)(k)

(
df

dx
↔ ikf̃

)
(1.19)

つまり微分が ikの掛け算に置き換えられる。

証明：

左辺 =

∫ ∞

−∞

df

dx
e−ikxdx

= −
∫ ∞

−∞
f(x)

d

dx

(
e−ikx

)
dx

= ik

∫ ∞

−∞
f(x)eikxdx = (右辺)

同様にして
F−1

(
df̃

dx

)
(x) = −ixF−1(f̃)(x)

(
df̃

dk
↔ −ixf̃

)

• この関係式は量子力学における正準変数の関係式

p̂ = −iℏ
d

dx

と p = ℏkとすると同じである。つまり、量子力学における x表示と p表示の波動関数の対応
関係は Fourier変換で書き表せることになる。

• 後で見るように、微分が変数の掛け算で書けることは（偏）微分方程式を解く際にとても有
用である。
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畳み込み (Convolution) ２つの関数 f(x)と g(x)の畳み込み (Convoution)(f ⋆ g)(x)は以下のよ
うに定義される。

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy (1.20)

Fourier変換の元では以下の性質が成り立つ。（畳み込み定理）

F(f ⋆ g) = F(f)F(g) (1.21)

証明：

(左辺) =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy

)
e−ikxdx

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy

)
e−ik(y+(x−y))dx

xから u = x− yに変数変換

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y)g(u)e−ik(y+u)dydu = (右辺)
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第2章 Fourier変換・級数を用いた偏微分方
程式の解法

2.1 この章で扱う偏微分方程式
この章では以下のような偏微分方程式を Fourier変換（級数）を用いて求める。

• Poisson方程式（時間を含まない偏微分方程式）

∆ϕ(x) = −ρ(x), ∆ =
d∑

i=1

∂2

∂x2i
(2.1)

∆はラプラシアンと呼ばれる。

• 熱伝導方程式（時間について 1階の偏微分）
1

ν

∂ϕ

dt
= ∆ϕ (2.2)

量子力学に出てくる Schrödinger方程式も時間について一階微分であるが、後述するように係
数に虚数単位 iがあるか無いかで解の振る舞いは大きく異なる。

• 波動方程式（時間に関して２階微分）
1

v2
∂2ϕ

∂t2
= ∆ϕ (2.3)

2.2 Poisson方程式
このような問題に対しては (2.1)式の右辺に現れる ρ(x⃗)がデルタ関数の場合に方程式を解き、その
解を用いて一般の場合の解を書き表すのが便利である。以下ではd次元ベクトル量を x⃗ = (x1, · · · , xk)
などと書くことにする。
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方程式∆ϕ(t, x⃗) = −δ(d)(x⃗)の両辺を Fourier変換する。ここでは空間次元 dを一般にしているの
で d次元の Fourier変換, 逆変換を用いる。

F(ϕ) = ϕ̃(t, k⃗) =

∫
ddxϕ(t, x⃗) e−i⃗k·x⃗ (2.4)

F−1(ϕ̃) = ϕ(t, x⃗) =
1

(2π)d

∫
ddk ϕ̃(t, k⃗) ei⃗k·x⃗ (2.5)

また d次元のデルタ関数は δ(d)(x⃗) =
∏d

i=1 δ(x
i)を意味する。

方程式の両辺をFourier変換すると微分に関する性質 (1.19)とデルタ関数のFourier変換を用いる
ことにより

F(∆ϕ) = −|⃗k|2ϕ̃, F(δ(d)(x⃗)) = 1, |⃗k|2 =
d∑

i=1

(ki)2

により波数空間における方程式
|⃗k|2ϕ̃(t, k⃗) = 1

つまり代数方程式に帰着する。これを解くのは自明で解は
ϕ̃(t, k⃗) =

1

|⃗k|2

となる。ϕ(t, x⃗)は Fourier逆変換を用いて

ϕ(t, x⃗) =
1

(2π)d

∫
ddk

ei⃗k·x⃗

|⃗k|2
(2.6)

と書き表される。d = 1, 2の場合はこの積分の評価は意外と難しい (後で述べるBessel関数の知識な
どが必要となる)ため、d = 3の場合の積分の評価をあからさまに述べることにする。

3次元空間で積分は回転についての対称性があるため x⃗ = (0, 0, r)のように置くことができる。k⃗
については極座標表示を用いて

k1 = k sin θ cosφ, k2 = k sin θ sinφ, k3 = k cos θ (2.7)

(k > 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π)のように書く。この時積分測度は d3k = k2dkd(cos θ)dφのようにか
ける。この座標系では積分は以下のように評価できる。

ϕ(t, x⃗) =
1

(2π)3

∫ ∞

0

k2dk

∫ π

0

d(cos θ)

∫ 2π

0

dφ
eikr cos θ

k2

=
1

(2π)2

∫ ∞

0

dk

∫ 1

−1

dξ eikrξ

=
1

(2π)2

∫ ∞

0

dk
eikr − e−ikr

ikr

=
1

2π2

∫ ∞

0

dk
sin kr

kr
=

1

2π2r

∫ ∞

0

dη
sin η

η

=
1

4πr
=

1

4π|x⃗|

12



ここで 1行目から 2行目はφは非積分関数に含まれていないため単に因子 2πを出すことと cos θ = ξ

という変数変換を行った。2行目から３行目は ξ積分の実行。4行目では kr = ηという変数変換を
行った。

これから少し一般化した∆xϕ = −δ(3)(x⃗− y⃗)の一般解は

ϕ(x⃗) = G(x⃗, y⃗) =
1

4π|x⃗− y⃗|
(2.8)

となる。（ここで∆x =
∑3

i=1
∂2

∂xi2 )

一旦この表式が得られると偏微分方程式 (2.1)に現れる ρ(x⃗)が任意の場合の解も以下のように積
分で書き表される

ϕ(x⃗) =

∫
d3y G(x⃗, y⃗) ρ(y⃗) (2.9)

証明：
∆ϕ =

∫
d3y∆(G(x⃗, y⃗))ρ(y⃗) = −

∫
d3yδ(3)(x⃗− y⃗)ρ(y⃗) = −ρ(x⃗)

このように偏微分方程式の非斉次項や初期値などについてまずはデルタ関数の場合に解き、次に
その積分（重ね合わせ）として一般の方程式の解を得るのは偏微分方程式の解法でよく現れる基本
テクニックであり重要である。

G(x⃗, y⃗)のように偏微分方程式のソース項がデルタ関数の場合の解はグリーン関数と呼ばれる。

2.3 熱伝導方程式
熱伝導方程式 (2.2)の ϕ(t, x⃗)を d次元の空間成分について Fourier変換した表式を

ϕ̃(t, k⃗) =

∫
ddxϕ(t, x⃗)e−i⃗k·x⃗

のようにおく。Poisson方程式と同様に空間方向を Fourier変換した偏微分方程式は

∂ϕ̃(t, k⃗)

∂t
= −ν |⃗k|2ϕ̃(t, k⃗) (2.10)

となる。ここで方程式は時刻 tについての一階常微分方程式となる。一階常微分方程式では初期値
を決めるとそれ以降の時間発展は自動的に定まる。

以下では d = 1 の場合にデルタ関数を初期値とする熱伝導方程式を解く。つまり初期条件は
ϕ(t, x)|t=0 = δ(x), Fourier変換を行うと

ϕ̃(t = 0, k) = 1

13



となる。この境界条件のもとで (2.10)を解くと

ϕ̃(t, x) = e−νk2t (2.11)

となる。最後にこの表式を逆変換して答えを求める。

ϕ(t, x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikxϕ̃(t, x)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eikx−νk2tdk

=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−νt(k−ix/(2νt))2−x2/(4νt)dk

=
1

2π

√
π

νt
e−

x2

4νt =
1√
4πνt

e−
x2

4νt (2.12)

この変形で３行目から４行目へは指数関数の肩の因子の平方完成

−νk2t+ ikx = −νt
(
k − ix

2νt

)2

− x2

4νt

と複素平面上のガウス積分の公式∫ ∞+iβ

−∞+iβ

e−αk2dk =

√
π

α
, for α > 0

を用いた。以上の計算は t > 0という仮定のもとで計算されている。t < 0の場合には最後のガウ
ス積分が x = ±∞で発散する形になるため定義できないことに注意する。つまり熱伝導方程式を
t < 0に対して解くことは本質的にできない。

Schrödinger方程式の場合 自由粒子の Schrödinger方程式は熱伝導方程式とほぼ同じ形をして
いる。

−iℏ
dψ

dt
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
(2.13)

つまり
ν → −i

ℏ
2m

と置くと同じ方程式になる。波数空間における解 (2.11)において νが実数の場合は時間的に減衰す
る答えを与えていたのと対称的に時間的に振動する解となりFourier逆変換が tの正負に関わらず解
が存在するのが大きく異なる点である。

この意味で熱伝導方程式と Schödinger方程式は偏微分方程式において時間微分が一階であるとい
う点では似通っているが、物理的な内容としては全く異なる系を表していることになる。
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2.4 波動方程式
以下では簡単のため空間１次元の場合の波動方程式を考える。

1

v2
∂2ϕ

∂t2
=

∂2

∂x2
ϕ(t, x) (2.14)

時間方向の境界条件 これまでの例と同様に空間方向についてFourier変換するとFourier成分につ
いての方程式は

1

v2
∂ϕ̃(t, k)

dt2
= −k2ϕ̃(t, k) (2.15)

となる。これは各 kに対して分離した時間 tについての常微分方程式となる。解は

ϕ̃(t, k) = C+(k)e
ivkt + C−(k)e

−ivkt (2.16)

となり、積分定数C±(k)はある時刻、例えば t = 0における初期条件 ϕ̃(t, k⃗)|t=0,
∂ϕ
∂t

∣∣
t=0
により一意

に定まる。

空間方向の境界条件の与え方 これまでの例では空間方向は無限に広がっている場合を考えてきた。
この節では空間的に限定された場合にどのように解を与えるのかも含めて考察したい。

以下では３つの場合分けを行う。

1. 有限の場合、例えば x ∈ [0, 2π]

2. 半無限大, 例えば x ∈ [0,∞)

3. 両側に無限大, x ∈ (−∞,∞)

の三種類の取り方が可能である。また端点における境界条件も

• Neumann型境界条件（開放端）： ∂ϕ
∂x

∣∣
x=端点 = 0

• Dirichlet型境界条件（固定端）：ϕ(x = 端点, t) =定数

• 周期的境界条件：例えば周期 2πの場合 ϕ(x+ 2π, t) = ϕ(x, t)

のように３通りの取り方ができる。

以下ではいくつかの周期的境界条件の場合に波動方程式の解を求める。時間方向の境界条件とし
ては簡単のため

ϕ(x, t = 0) = δ(x− x0),
∂ϕ

∂t
(x, t = 0) = 0 (2.17)

を考えることにする。
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周期的境界条件 周期 2πLの場合を考える。境界条件を満たす関数は複素 Fourier級数を用いて

ϕ(x, t) =
∑
n∈Z

cn(t)e
inx/L

と書くことができる。この表式を (2.14)に代入すると

1

v2
∂2ϕ

∂t2
=
∑
n

(
1

v2
d2cn
dt2

)
einx/L

∂2ϕ

∂x2
= −

∑
n

(n
L

)2
cn(t)e

inx/L

einx/Lの係数を比較するとすると、２階の常微分方程式
1

v2
d2cn
dt2

= −
(n
L

)2
cn (2.18)

が得られる。

次に時間方向の初期値問題を考える。t = 0における初期条件を

δ(x− x0) =
∑
n∈Z

cn(0)e
inx/L

0 =
∑
n∈Z

dcn
dt

(0)einx/L

とおく。ここで δ関数の Fourier級数展開

δ(x− x0) =
1

2πL

∑
n

ein(x−x0)/L

を用いると cn(t)の初期値が

cn(0) =
1

2πL
e−inx0/L,

dcn
dt

(0) =
1

2πL
e−inx1/L (2.19)

のように定まる。結局偏微分方程式は無限個の常微分方程式 (2.18)を初期値 (2.19)の下で解くこと
に帰着する。

(2.18)の一般解は
cn(t) = pn cos

(
nvt

L

)
+ qn sin

(
nvt

L

)
ここで pn, qnは任意の定数。初期値 (2.19)と合うようにこれらの定数を選ぶと

pn =
1

2πL
e−inx0/L, qn = 0
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となる。以上をまとめると初期値と境界条件を満たす解は以下のようにまとまる。

ϕ(t, x) =
1

2πL

(
1 + 2

∞∑
n=1

cos

(
nvt

L

)
cos

(
n(x− x0)

L

))
(2.20)

=
1

2
(δ(x− x0 + vt) + δ(x− x0 − vt)) = G(x, t) (2.21)

つまりデルタ関数は左右にスプリットし速度 vで移動する。

初期条件をより一般的な

ϕ(t = 0, x) = ρ(x),
∂ϕ

∂t
(t = 0, x) = 0,

とした場合には対応する解は以下のようになる。

ϕ(t, x) =

∫ ∞

−∞
G(x, t)ρ(x)dx

=
1

2
(ρ(x+ vt) + ρ(x− vt))

開放端境界条件の場合 両端 x = 0, πLで開放端の境界条件、すなわち
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
x=0,πL

= 0, (2.22)

という境界条件の場合を考察する。この条件を満たす関数は、この境界条件を満たす三角関数cos(nx/L)

(n = 0, 1, 2, · · · )で Fourier級数展開される。すなわち、

f(x) =
a0
2

+
∑
n=1

an cos(nx/L) (2.23)

基底 cos(nx/L)の間の直交関係式

∫ πL

0

cos(nx/L) cos(mx/L) =


L n = m = 0 の場合
L/2 n = m > 0 の場合
0 それ以外

を用いると係数 anは以下のように求められる。

an =
2

πL

∫ πL

0

cos(nx)f(x)dx (2.24)

さてϕ(t, x)を波動方程式 (2.14)の解で、初期値として周期的境界条件のときと同じ形、(2.17)、た
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だし、 0 < x0 < πLを取る。この時の ϕ(t, x)の展開, 係数の方程式, 初期条件は下記のようになる。

ϕ(t, x) =
a0(t)

2
+

∞∑
n=1

an(t) cos(nx/L)

d2an
dt2

(t) = −
(nv
L

)2
an(t)

an(0) =
2

πL
cos(nx0/L)

dan
dt

(0) = 0

係数に対する微分方程式を解くと

an(t) =
2

πL
cos(nx0/L) cos

(nv
L
t
)

となるので求める解は

ϕ(t, x) =
1

πL
(1 + 2 cos(nx0/L) cos(nvt/L) cos(nx/L)) (2.25)

= (2.26)

2.5 Green関数

2.5.1 Poisson方程式に対するGreen関数

すでに述べている通り右辺がデルタ関数の場合のポアッソン方程式

∆G(x⃗) = −δ(d)(x⃗) (2.27)

に対する解をラプラス演算子に対するGreen関数と呼ぶ。|x⃗| → ∞における境界条件が

lim
|x⃗|→∞

G(x⃗) = 0

となる場合の解について議論が行われた。

d = 3の場合にはすでに Fourier変換を用いて求めた (2.8)。他の次元では

G(x⃗) =
1

2π
ln |x⃗|−1 d = 2 (2.28)

=
Γ(d/2− 1)

2πd/2
|x⃗|2−d d ≥ 3 (2.29)

などのようになる。これらの式を示すためには
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• ∆G(x⃗) = 0 for x⃗ ̸= 0

• sd∂rG(x⃗)|r=1 = −1。ここで sdは d− 1次元の超球面∑d
i=1(xi)

2 = 1の超面積で

sd =
Γ(d/2)

2πd/2

となる。（物理数学 I参照）この方程式は d次元における発散定理∫
Vd

ddx∆G(x⃗) =

∮
Sd−1

∇G(x⃗)dSd−1

を用いている。

この２つを示す必要がある。最初の条件はラプラシアンの極座標表示により示すことができる。２
番目の式は発散定理と高次元球面の表面積公式が必要となる。

2.5.2 波動方程式

以下では時間を含むGreen関数の例として波動方程式を取り上げる。詳しい解説は寺沢寛一「自
然科学者のための数学概論」応用編にあるので関心がある学生はそちらを参考してほしい。

波動方程式にソース項がある場合はこれまでと同様それをデルタ関数としたものをまず求める必
要がある。 (

1

v2
∂2

∂t2
−∆(d)

)
G(t, x⃗) = −δ(t)δ(d)(x) (2.30)

右辺に時間に依存するデルタ関数を含めることにより時間的に変動するソースに対応する場を計算
することが可能となる。t̃ = vtとおくと方程式は

□G = vδ(t̃)δ(d)(x⃗), □ =
∂2

∂t̃2
−∆(d)(x⃗) (2.31)

以下では t̃を用いて計算する。(2.31)の右辺の vは以下の計算ではしばらく落として計算し、最後
に vを復活させる。ポアッソン方程式の場合と同様に右辺を−ρ(t, x⃗)に置き換えた場合の解は

ϕ(t, x) =

∫
ds d(d)y G(t− s, x⃗− y⃗)ρ(s, y⃗) (2.32)

とかけることに注意する。

Fourier変換の変数を
t→ ω, x⃗→ k⃗

のように書くと、G(t, x⃗)の Fourier変換 G̃(ω, k⃗)に対する方程式は

(−ω2 + k⃗2)G̃(ω, k⃗) = −1 (2.33)
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図 2.1: 積分路

すなわち、
G̃(ω, k⃗) =

1

ω2 − k⃗2
(2.34)

となる。Fourier逆変換を用いるとグリーン関数は以下の積分で与えられることがわかる。

G(t, x⃗) =
1

(2π)d+1

∫
dω ddk ei(ωt+k⃗·x⃗) 1

ω2 − k⃗2
(2.35)

この積分は時間成分 ωと空間成分 k⃗を含んでいるので、まず時間成分についての積分を行う。

この積分で直ちに問題になることは積分路上に極がω = ±|⃗k|に存在している点である。このため
何らかの工夫を行わない限り積分は意味を持たない。ここではこの問題を解決するために複素積分
の方法を用いることにする。すなわち積分変数 ωを複素変数として再定義することにより特異点を
上下に避けることにより発散の問題を解決することができる。(図 2.1参照) 次に複素積分で積分の
値を求めるためには留数積分の形、すなわち積分路を閉じなくてはいけない。物理数学 Iで学ぶよう
にように被積分関数に指数関数が含まれている場合にはそれが収束する方向に積分路を閉じること
ができる (Jordanの補題)。指数関数の肩に載っている表式はω = ω1+iω2と書くと iωt = −ω2+iω1t

となるので

• t > 0の場合には上半平面

• t < 0の場合には下半平面

に積分の余分な寄与を与えることなく積分路を閉じることができる。（図 2.2) tの正負により積分路
が変わるため拾う特異点が変わる。

• 積分路 I:t > 0の場合は ω = ±|⃗k|の極を拾い積分がゼロでない。逆に t < 0の場合は場合は極
が無いためゼロになる。

• 積分路 II:t < 0の場合は ω = ±|⃗k|の極を拾い積分がゼロでない。逆に t > 0の場合はゼロに
なる。
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図 2.2: 積分路 (tによる場合分け)

これら二つの振る舞いにより対応する物理的な状況は大きく異なる。公式 (2.32)を思い出すと

• 積分路 Iを取った場合には t− s > 0、すなわち ρ(s, y⃗)のうち s < t, すなわち過去の事象のみ
が波動方程式の解に寄与する。

• 積分路 IIを取った場合には t− s < 0、すなわち ρ(s, y⃗)のうち s > t, すなわち未来の事象のみ
が波動方程式の解に寄与する。

物理学における因果律を考えた場合積分路 Iは物理的と言えるが積分路 IIはそうでない。つまり物
理的に取るべき積分路は Iとなる。一方数学的には方程式 (2.30)の解はどちらの積分路を用いても
良い。これは方程式 (2.30)が時間の符合の入れ替えに対して不変であるため時間の方向が決まらな
いことに起因する。積分路 Iを取った場合のグリーン関数を遅延ポテンシャル (retarded potential),

積分路 IIを取った場合は先進ポテンシャル (advanced potential)と呼ばれる。

ちなみに極の避け方は左右同じ方向にする必要はない。例えばω = |⃗k|（正エネルギー）について
は下に避け、ω = −|⃗k|（負エネルギー）については上に避けるようなことも可能である。場の量子
論ではこのような避け方が必然的に導かれるが、この場合のグリーン関数は Feynman propagator

(ファインマン伝搬関数)と呼ばれる。

以上のようにさまざまな選択肢があるが以下では遅延ポテンシャルの場合について計算を進める。
以下簡単のため d = 3ととる。留数積分で t > 0の場合の評価を行うと t > 0に対して

G(t, x⃗) =
2πi

(2π)4

∫
d3k

ei|⃗k|t − e
i |⃗k|t

2|⃗k|
ei⃗k·x⃗ (2.36)

t < 0に対してはG(t, x⃗) = 0となる。回転対称性を用い x⃗ = (0, 0, r) (r = |x⃗|)と書く。k⃗については
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極座標表示 (2.7)をとり積分を実行する。

G(t, x⃗) =
i

2(2π)3

∫ ∞

0

k2dk

∫ 1

−1

dξ

∫ 2πdφ

0

eikt − e−ikt

k
eikrξ (ξ = cos θ)

=
i

2(2π)2

∫ ∞

0

k2dk

∫ 1

−1

dξ
eikt − e−ikt

k
eikrξ

=
1

2r(2π)2

∫ ∞

0

dk(eikt − e−ikt)(eikr − e−ikr)

=
1

8π2r

∫ ∞

−∞
dk(eik(t+r) − e−ik(t−r))

=
2π

8π2r
(δ(t+ r)− δ(t− r))

= − 1

4πr
δ(t− r)

vを復活させると t→ tv, G→ vGと書き換え最終的な表式を得る。

G(t, x⃗) =

 − 1
4π|x⃗|δ

(
t− |x⃗|

v

)
t > 0

0 t < 0
(2.37)

より一般的な方程式 (
1

v2
∂2

∂t2
−∆

)
ϕ(t, x⃗) = −ρ(t, x⃗) (2.38)

の解は

ϕ(t, x⃗) = −
∫ t

−∞
ds

∫
d3y

1

4π|x⃗− y⃗|
δ

(
t− u− |x⃗− y⃗|

v

)
ρ(s, y⃗) (2.39)

= −
∫
d3y

1

4π|x⃗− y⃗|
ρ

(
t− |x⃗− y⃗|

v
, y⃗

)
(2.40)

この式の解釈は 1
4π|x⃗−y⃗| が y⃗にある単位電価が x⃗に引き起こすCoulombポテンシャルで, ρの中の時

刻がずれているのは波が y⃗から x⃗に到達するための時間と解釈される。
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第3章 直交多項式

この章では直交多項式についてある程度統一的な取り扱いを行う。詳しい解説は犬井鉄郎「特殊
関数」にあるのでより詳しく知りたい学生はそちらを勉強してほしい。

3.1 分類
直交多項式とはその名前が示す通り、「特定の積分で決められた関数の関数の内積について互い
に直交する多項式」を意味している。ここで「積分で定義される内積」とは多項式全体の空間C[x]
に含まれる任意の元 u(x), v(x)について

(u, v) =

∫
I

ρ(x)u(x)v(x)dx (3.1)

のように定義される。ここで Iは積分領域を表し、ρ(x)は積分の重みを表す関数である。直交多項
式 Pn(x)は n次の多項式 (n = 0, 1, 2, · · · )で

(Pn, Pm) = 0, n ̸= m (3.2)

を満たすものとして定義される。これらはFourier級数展開における基底関数 cos(nx), sin(nx)のよ
うに、Hermite演算子の固有関数で一般の関数を書き表すための基底として用いられる。

積分区間の取り方により直交多項式は３種類に分類される。(表 3.1) 各積分区間について最も一
般的なものはそれぞれ Jacobi多項式、Sonine多項式、Hermite多項式でありそのほかの直交多項式
はその特殊化により得られる。例えば Legendre多項式は Jacobi多項式から α = β = 0とすること
により得られる。

これらの直交多項式のうち物理で出てくるのは Legendre多項式（角運動量の量子化）、Laguerre

多項式・陪関数（水素原子の量子化）、Hermite多項式（調和振動子）である。より一般的なものに
ついてはあとで触れる超幾何関数や合流型超幾何関数といった特殊関数全体の根源とも言える関数
との関連で導入している。

以下の節ではこれら３つのタイプの直交多項式を I型 ([−1, 1]の積分で定義されるもの)、II型
([0,∞)の積分で定義されるもの), III型 ((−∞,∞)で定義されるもの)とまとめて呼ぶことにする。
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積分区間 I 重み関数 ρ(x) 多項式名称
[−1, 1] 1 Legendre多項式

(1− x2)−1/2 Tschebyscheff多項式
(1− x2)α, α > −1 Gegenbauer多項式

(1− x)α(1 + x)β, α, β > −1 Jacobi多項式
[0,∞) e−x Laguerre多項式

xke−x (kは自然数) Laguerre陪関数
xαe−x, α > −1 Sonine多項式

(−∞,∞) e−x2
Hermite多項式

表 3.1: 直交多項式の分類

なおこの呼び方は本講義に限定されるものであり、一般的に用いられている用語でないことを注意
しよう。

Tschebyscheff関数は Fourier級数に関係している。つまり x = cos θと置くと dx = − sin θdθ =

−(1− x2)1/2dθとなるので任意の多項式 f(x)に対して∫ 1

−1

(1− x2)−1/2f(x)dx =

∫ 2π

0

f(cos θ)dθ (3.3)

この内積に対応する直交多項式は cos θの多項式で互いに直交するもの、すなわち cos(nθ)を cos θ

を用いて書き換えたものとなる。
cos(nθ) = Tn(cos θ) (3.4)

例えば cos(2θ) = 2 cos2 θ − 1と書けるので Tn(x) = 2x2 − 1となる。

3.2 直交多項式の存在と一意性
この説では (3.2)で定義される直交多項式が存在し、規格化因子を除いてユニークに定まること
を示す。ここでは低次のものから出発して高次のものを順番に決めていくGramm-Schmitの対角化
の手法を用いる。前節で定義された内積に対しては任意の多項式 u, vについての (u, v)は有限であ
ることに注意する。（積分に発散が現れない）

まず P0(x)はゼロ次の多項式、すなわち定数であるので規格化を除くとユニークであることは明
らか。この節では規格化を決めるため xの最高冪の係数を 1と置くことにすると P0 = 1となる。次
に P1(x)は x+ aと置くと未定定数 aは条件 (P1, P0) = 0により一意に定まる。以下、同様にしてい
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くと Pnには nこの未定係数が含まれるが、条件の方も (Pn, P0) = · · · = (Pn, Pn−1) = 0のように n個
あり全ての未定係数が一意に定まる。

以上の分析により任意の nに対する直交多項式は必ず存在していて、各 nについて規格化因子を
除いて一意に定まることがわかる。

3.3 Rodriguesの公式
Gram-Schmidtの方法で直交多項式の存在や一意性については示すことができたが、いちいち低
次の方から計算する必要があり、閉じた形になっていないので実際的には使えない。一方で解析的
な閉じた形を与えるのがRodriguesの公式である。

Rodriguesの公式では重み関数 ρ(x)以外に 2次以下の多項式Q(x)が用いられる。Q(x)の具体的
な表式は I型, II型, III型で異なる。Rodriguesの公式は以下のように与えられる。

Pn(x) =
1

ρ(x)

dn

dxn
(ρ(x)Q(x)n) . (3.5)

以下ではこの形で与えられた表式が

• n次の多項式を定義していること。

• 互いに直交していること、つまり互いに異なる自然数 n,mに対して (Pn, Pm) = 0

であることを示す。前の節で示したように Pnは比例係数を除いて一意なのでこれらの性質が確かめ
られれば、Pnが求める多項式であることになる。

3.3.1 I型: Legendre, Jacobiなど

この場合Q(x) = 1− x2とする。Rogriguesの公式は、α, βに制限がない一般の場合には以下のよ
うに書ける。

Pn(x) = (1− x)−α(1 + x)−β d
n

dxn
(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

)
(3.6)

n次の多項式であること 高階微分についての以下の公式を用いる。

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n∑
ℓ=0

(
n

ℓ

)
dℓ

dxℓ
f(x)

dn−ℓ

dxn−ℓ
g(x) (3.7)
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dℓ

dxℓ (1− x)α+n ∝ (1− x)n+α−ℓなどに気をつけると (3.6)は以下のように書き換えられる。

Pn =
n∑

ℓ=0

(係数)(1− x)n−ℓ(1 + x)ℓ (3.8)

ここで (係数)はxを含まぬ定数である。この表式がn次の多項式を表していることは明らかである。

直交性 q(x)を任意の n− 1次以下の多項式とすると

(Pn, q) =

∫ 1

−1

ρ(x)
1

ρ(x)

dn

dxn
(ρ(x)Q(x)n) q(x)dx (3.9)

=
dn−1

dxn−1

(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

)
q(x)

∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1

−1

dn−1

dxn−1

(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

) d

dx
q(x)dx

(3.10)

１行目では積分の重み因子 ρ(x)とRodrigues公式の冒頭の因子 ρ−1が相殺していることに注意。２
行目にいく際は部分積分を用いているが境界項は α, β > −1という条件によりゼロになる。以下同
様に n回部分積分を行うと

(Pn, q) = (−1)n
∫ 1

−1

(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

) dn

dxn
q(x)dx = 0 (3.11)

となる。Pi (i = 0, 1, · · · , n− 1)は全て n− 1次以下の多項式であるため (Pn, Pm) = 0 (n > m)が示
された。内積は二つの関数の入れ替えに対して対称なので求める直交性が得られたことになる。

3.3.2 II型: Laguerre、Sonineなど

この場合Q(x) = xと置く。Rodriguesの公式は最も一般的な場合は

Pn(x) = x−αe−x d
n

dxn
(
xn+αe−x

)
(3.12)

となる。

n次の多項式であること I型と同じく微分についての２項定理 (3.7)を用いると

Pn(x) =
n∑

ℓ=0

(定数)xn−ℓ

という式を示すことができる。これは Pnが n次の多項式であることを示している。

26



直交性 I型の場合の証明と同様に q(x)を n− 1次以下の多項式とし (Pn, q)を計算する。全く同じ
ように部分積分を繰り返すことにより証明することができる。

3.3.3 III型：Hermite多項式

この場合はQ(x) = 1と置く。Rodriguesの公式は以下のようになる。

Pn(x) = ex
2 dn

dxn
e−x2

(3.13)

この表式が n次の多項式を与えることと直交性はこれまでの議論と全く並行に行うことができる。

3.4 直交多項式が満たす微分方程式
この節ではRodriguesの式 (3.5)で書き表される直交多項式 Pn(x)以下のような 2階の微分方程式
を満たすことを示す。

H Pn = λnPn, (3.14)

H =
1

ρ(x)

d

dx

(
ρ(x)Q(x)

d

dx

)
= Q(x)

d2

dx2
+ P1(x)

d

dx
(3.15)

λn = n

(
dP1
dx

+
n− 1

2

d2Q

dx2

)
(3.16)

この節では以下の４つのステップで証明を行う。

ステップ 1 Hを n次の多項式に作用させると、n次の多項式が与えられる。

証明：H = Q(x) d2

dx2 + P1(x)
d
dx
という表式を用いる。n次の多項式に作用すると第１項はまず２階

微分で多項式の次数を２つ下げたのち２次以下の多項式を書けるので n次以下の多項式を出す。第
二項についても同じ議論。

ステップ２ Hは関数の内積について Hermite, すなわち (u,Hv) = (Hu, v)という関係式が成り
立つ。
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証明：具体的に計算すると部分積分を用いることにより

(u,Hv) =
∫
I

u(x)
1

ρ

d

dx

(
ρQ

dv

dx

)
ρ(x)dx

= u(x)ρQ
dv

dx

∣∣∣∣
∂I

−
∫
I

du

dx
ρQ

dv

dx
dx

= − du

dx
ρQv

∣∣∣∣
∂I

+

∫
I

d

dx

(
ρQ

du

dx

)
v(x)dx

= (Hu, v)

ここで ∂Iは積分領域 Iの境界を表す。これらの境界からの寄与は ρ(x)Q(x)が境界でゼロになるた
めゼロになる。

ステップ 3 PnはHの固有関数である。

証明：帰納法を用いる。n = 0の場合はステップ1より明らかである。nについてn = 0, 1, · · · ,m−1

まで仮定が成立したとする。つまりHPn = λnPn (n = 0, 1, · · · ,m− 1)

この時ステップ 1より
HPm =

m∑
ℓ=0

cℓPℓ

のように書けるはず。この時 ℓ = 0, 1, · · · ,m− 1について

(Pℓ,HPm) =
m∑
j=0

cj(Pℓ, Pj) = cℓ(Pℓ, Pℓ)

一方ステップ２で示したHのエルミート性により

(Pℓ,HPm) = (HPℓ, Pm) = λℓ(Pℓ, Pm) = 0

この二つの計算により ℓ = 0, · · · ,m − 1について cℓ = 0が示された。結局 ℓの和で ℓ = mだけが
残り

HPm = cmPm

これは PmがHの固有関数であることを示している。

ステップ 4 固有値が (3.16)で与えられる。

証明：xのべきが最高次の係数を比較する。Pn = dnx
n + · · · , Q(x) = ax2 + · · · , P1(x) = bx+ · · ·
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と置く。この時

HPn =

[
(ax2 + · · · ) d

dx2
+ (bx+ · · · ) d

dx

]
(dnx

n + · · · )

= dn(an(n− 1) + bn)xb + · · ·

= λn(dnx
n + · · · )

xnの係数を比較すると求める式が得られる。

3.4.1 微分方程式の具体形

I型 最も一般的な Jacobiについては P1(x) = β − α− x(α+ β + 2)、λn = −n(α+ β + 1+ n)とな
るので微分方程式は

(1− x2)
d2u

dx2
+ ((β − α)− x(α + β + 2))

du

dx
+ n(n+ α + β + 1)u = 0 (3.17)

角運動量の量子化で出てくる Legendre多項式に対しては α = β = 0と置くと

(1− x2)
d2u

dx2
− 2x

du

dx
+ n(n+ 1)u = 0 (3.18)

となる。(Legendreの微分方程式)

Tschebyscheffの場合は α = β = −1/2であり
√
1− x2

d

dx

√
1− x2

d

dx
u+ n2u = 0 (3.19)

x = cos θと置くと d
dθ

= −
√
1− x2 d

dx
となるので微分方程式は

d2

dθ2
u+ n2u = 0 (3.20)

となる。

Jacobi多項式は超幾何関数

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
n!(c)n

zn , (a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

が多項式に帰着する場合を与えている。

Pn ∝ 2F1(−n, n+ 1 + α + β; 1 + α;
1− x

2
) (3.21)
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II型 ρ(x) = xαe−x, Q = xを代入すると P1 = −x + (α + 1)となるため、最も一般的な Sonineに
ついては微分方程式は以下のようになる。

x
d2u

dx2
+ (α + 1− x)

du

dx
+ nu = 0 (3.22)

この方程式で α = 0と置くと Laguerreの場合が得られる。

Sonine多項式は合流型超幾何関数

1F1(a; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
n!(c)n

zn (3.23)

により
Pn(x) = 1F1(−n;α + 1; x) (3.24)

のように書き表される。つまり合流型超幾何関数が多項式になる特殊な場合として解釈可能である。

III型：Hermite ρ(x) = e−x2
, Q = 1であるため微分方程式は

d2u

dx2
− 2x

du

dx
+ 2nu = 0 (3.25)

となる。(Hermiteの微分方程式)

3.5 規格化因子の計算
この章ではRodriguesの表式 (3.5)で与えられた多項式の規格化因子を計算する。

Nn = (Pn, Pn) =

∫
I

Pn(x)
2ρ(x)dx (3.26)

以前直交性を示す際に用いた計算 (3.9)と同様な方針で二つある Pnの一方だけにRodriguesの公式
を代入し部分積分を繰り返し行う。

(Pn, Pn) =

∫
I

ρ(x)Pn(x)
1

ρ(x)

dn

dxn
(ρ(x)Q(x)n)dx

= (部分積分繰り返し)

= (−1)n
∫
dnPn
dxn

ρ(x)Q(x)ndx

部分積分の際の境界項が消えるのは直交性の証明の時と同じ根拠。最後の表式で Pnが n次の多項
式であることより

Pn(x) = knx
n + (低次), knは定数 (3.27)
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のように書けるので dnPn/dx
n = knn!は定数である。これから

Nn = (−1)nknn!

∫
I

ρ(x)Q(x)ndx (3.28)

つまり knと積分
∫
I
ρQndxを求めればNnが決まる。

以下各型の直交多項式について規格化因子の具体的な計算を行う。なお、Legendre多項式 Pn,

Laguerre多項式 Ln(x), Hermite多項式Hn(x) はRogrigues公式で与えられる多項式 Pnとは規格化
因子だけ異なる定義が行われる。これらの直交多項式の具体系も以下の節で与える。

3.5.1 I型:Jacobi-Legendre

knの導出 knは xについて最も高いべきの係数だから Pnの表式中で x → ∞での振る舞いを評価
すると得られる。最も一般的な Jacobiの場合について評価すると

Pn = (1− x)−α(1 + x)−β d
n

dxn
(
(1− x)α+n(1 + x)β+n

)
(3.29)

x→∞−−−→ (−1)−αx−α−β d
n

dxn
(
(−1)n+αx2n+α+β

)
(3.30)

= (−1)n(2n+ α + β)(2n+ α + β − 1) · · · (2n+ α + β − n+ 1)xn (3.31)

= (−1)n
Γ(2n+ α + β + 1)

Γ(n+ α + β + 1)
(3.32)

となる。ここでガンマ関数の公式 Γ(x+ 1) = xΓ(x)を用いて数因子を書き換えた。つまり

kn = (−1)n
Γ(2n+ α + β + 1)

Γ(n+ α + β + 1)
(3.33)

積分の実行 求める積分はベータ関数の定義と変数変換 ζ = 1+x
2
を行うと一致する。∫ 1

−1

(1− x)α+n(1 + x)β+ndx

=

∫ 1

0

2α+β+2nζβ+n(1− ζ)α+n2dζ

= 2α+β+2n+1B(α + n+ 1, β + n+ 1)

= 2α+β+2n+1Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)

Γ(α + β + 2n+ 2)

ここではベータ関数の定義式とそのガンマ関数による書き換えを用いた。(物理数学 I参照)

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(3.34)
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以上の計算をまとめると

Nn = (−1)nn!(−1)n
Γ(2n+ α + β + 1)

Γ(n+ α + β + 1)
2α+β+2n+1Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)

Γ(α + β + 2n+ 2)

= n!2α+β+2n+1 Γ(α + n+ 1)Γ(β + n+ 1)

(α + β + 2n+ 1)Γ(α + β + n+ 1)
(3.35)

Legendre多項式 Jacobi多項式で α = β = 0と置き規格化因子も含めて以下のような定義がなさ
れる。

Legendre多項式� �
Pn(x) =

(−1)n

2nn!
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (3.36)� �

Jacobiに対する内積公式で α = β = 0とおき Γ(n+ 1) = n!などを用いると Legendre多項式に対す
る内積公式が得られる。

(Pn, Pm) =
2

2n+ 1
δn,m (3.37)

Tschebycheff多項式 α = β = 1/2と置くと

Nn = 22nn!
Γ(n+ 1/22)

2nΓ(n)
= 22n−1Γ(n+ 1/2)2

=
π

2
((2n− 1)!!)2 (3.38)

ここでは Γ(n + 1/2) = (n − 1/2)(n − 3/2) · · · (1/2)Γ(1/2), Γ(1/2) =
√
πを用いた。(2n − 1)!! =

(2n− 1)(2n− 3) · · · 1である。

規格化因子も含めたTchebycheff多項式は

Tn(x) =
(−1)n

(2n− 1)!!
Pn(x) =

(−1)n

(2n− 1)!!
(1− x2)1/2

dn

dxn
(1− x2)n−1/2 (3.39)

この規格化では
(Tn, Tm) =

π

2
δn,m (3.40)

となる。Tschebycheff多項式は三角多項式とも呼ばれ

cos(nθ) = Tn(cos θ) (3.41)

が成立している。内積の公式 ∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)(1− x2)−1/2dx

=

∫ π

0

Tn(cos θ)Tm(cos θ)dθ =
π

2
δn,m

と矛盾がない。
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3.5.2 Type II： Laguerre-Sonine

最も一般的な Sonine多項式についてのRodriguesの公式 (3.12)で xのべきが最も高い項は高階微
分 dn

dx
が全て e−xにかかった場合であり

Pn(x) ∼ (−1)nxn +低次の項 (3.42)

すなわち kn = (−1)nとなる。一方積分の方は∫ ∞

0

xα+ne−xdx = Γ(α + n+ 1) (3.43)

となる。したがって

Nn = (−1)nn!(−1)nΓ(n+ α + 1) = n!Γ(n+ α + 1) (3.44)

となる。

Laguerre陪関数と多項式 Laguerre陪関数は α = kと置き規格化因子込みで
Laguerre陪関数� �

Lk
n(x) =

1

n!
Pn(x) =

1

n!
exx−k d

n

dxn
(e−xxn+k) (3.45)

と置く。特に Laguerre多項式は
Ln(x) = Lk

n(x)|k=0 (3.46)

とする。Laguerre陪関数の内積は

(Lk
n, L

k
m) =

n!Γ(n+ k + 1)

(n!)2
δn,m =

(n+ k)!

n!
δn,m (3.47)

となる。Laguerre関数では k = 0なので

(Ln, Lm) = δn,m (3.48)

となる。� �

3.5.3 Type III: Hermite

Hermite多項式については

Pn(x) = ex
2 dn

dxn
e−x2 ∼ (−2x)n +低次の項 (3.49)
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となるので
kn = (−2)n (3.50)

一方積分の方はガウス積分となる ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π (3.51)

これから Pnの内積は
(Pn, Pn) = (−1)nn!(−1)n2n

√
π = 2nn!

√
π (3.52)

Hermite多項式はRodriguesの公式を用いて
Hermite多項式� �

Hn(x) = (−1)nPn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

(3.53)

と定義され、その内積は次のようになる。

(Hn, Hm) = 2nn!
√
πδn,m (3.54)� �

3.6 母関数
複素積分を用いると高階微分はCauchy-Goursatの公式により求められる。

dnf

dxn
=

n!

2πi

∮
Cx

dζ
f(ζ)

(ζ − x)n+1
(3.55)

これを用いるとRodriguesの公式を以下のように書き換えることができる。

Pn(x) =
1

ρ(x)

dn

dxn
(ρ(x)Q(x)n)

=
n!

2πiρ(x)

∮
Cx

dζ
ρ(ζ)Q(ζ)n

(ζ − x)n
(3.56)

直交多項式の母関数とは補助変数 yについてのTaylor展開の係数が直交多項式になる関数であり

R(x, y) =
∞∑
n=0

Pn(x)
yn

n!
(3.57)

のように定義される。上記の公式を用いると以下のような書き換えにより無限和を消すことがで
きる。

R(x, y) =
1

2πiρ(x)

∮
Cx

dζρ(ζ)
∞∑
n=0

(yQ(ζ))n

(ζ − x)n+1
(3.58)

=
1

2πiρ(x)

∮
Cx

dζρ(ζ)
1

ζ − x− yQ(ζ)
(3.59)
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ここで１行目から２行目に行く時にTaylor展開の公式
1

x− y
=

∞∑
n=0

yn

xn+1
(3.60)

を用いた。この公式を用いるためには収束条件 |y| < |x|が必要, つまり上の計算の場合は

|ζ − x| > |yQ(ζ)| (3.61)

となるように積分経路Cxを選ぶ必要がある。後に述べるようにQ(x)が定数でない場合は (3.59)の
評価に注意が必要となる。

3.6.1 Hermite多項式

ρ(x) = e−x2
, Q(x) = 1であり、Hermite多項式の定義式 (3.53)を思い出すと母関数の定義は

R(x, y) =
∞∑
n=0

yn

n!
Pn(x) =

∞∑
n=0

(−y)n

n!
Hn(x) (3.62)

となる。一方で積分 (3.59)は

R(x, y) =
1

2πi
ex

2

∮
Cx

dζe−ζ2 1

ζ − x− y
= ex

2

e−(x+y)2 = e−2xy−y2 (3.63)

ここで和の収束性の条件 (3.61)は |ζ − x| > |y|となる。これは、極である ζ0 = x+ yが積分路の内
側になるように積分路を選ぶ必要があることを意味している。これから上の積分の左辺の複素積分
は ζ = x + yの留数を拾い右辺を与えている。Hermite関数の母関数は上で与えられた公式におい
て y → −yと書き換えたものが用いられる。

Hermite関数の母関数� �
∞∑
n=0

yn

n!
Hn(x) = e−y2+2xy (3.64)

� �

3.6.2 Laguerre多項式

ρ(x) = e−x, Q(x) = xであり Laguerre関数の定義は (3.46)なので

R(x, y) =
∞∑
n=0

ynLn(x) (3.65)

=
1

2πi
ex
∮
Cx

dζe−ζ 1

ζ − x− yζ
(3.66)
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この場合収束条件 (3.61)はやや複雑になる。

|ζ − x| > |yζ|

分母の極の位置は ζ = ζ0 =
x

1−y
。ζ0は積分路Cxの内側にあることを見る。

まず τ = ζ−x
ζ
とおくと積分路は収束条件により |τ | > |y|となる。一方極の位置に対応する τ0 =

ζ0−x
ζ0

= yとなるので積分路の内側にあることがわかる。

従って (3.66)は ζ = ζ0における留数を評価して

R(x, y) =
1

2πi
ex
∮
Cx

dζe−ζ 1

(1− y)(ζ − ζ0)

= ex−
x

1−y
1

1− y
=

1

1− y
e

xy
y−1

以上より
Laguerre多項式の母関数� �

∞∑
n=0

ynLn(x) =
1

1− y
e

xy
y−1 (3.67)

� �

3.6.3 Legendre多項式

ρ = 1, Q(x) = 1− x2であり Legendre多項式の定義は (3.36)で与えられている。符号因子 (−1)n

を吸収するためQ(x) = x2 − 1としておく。この時

R(x, y) =
∞∑
n=0

(2y)nPn(x)

=
1

2πi

∮
Cx

dζ
1

ζ − x− y(ζ2 − 1)

=
−1

2πiy

∮
Cx

dζ
1

(ζ − ζ+)(ζ − ζ−)

ここで
ζ± =

1±
√
1− 4xy + 4y2

2y

被積分関数の極は ζ = ζ±の２点であるが母関数のパラメータ |y| → 0の極限では

ζ+ ∼ 1

y
→ ∞, ζ− ∼ x
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となりCxの内側にある極は ζ−のみである。これから留数積分を評価できて

R(x, y) = −1

y

1

ζ− − ζ+
=

1√
1− 4xy + 4y2

Legendre多項式の母関数として通常用いられる表式は 2y → yと書き換えて
Legendre多項式の母関数� �

∞∑
n=0

Pn(x)y
n =

1√
1− 2xy + y2

(3.68)

� �

3.6.4 母関数の応用

以前Poisson方程式の解がグリーン関数 (2.8)を用いて (2.9)のように書かれると解説したが、３次
元のグリーン関数は上で導いたLegendre多項式の母関数と直接関係づけられる。すなわち二つの３
次元ベクトル x⃗と y⃗に対して, |x⃗| = r, |y⃗| = s, x⃗と y⃗がなす角度を θ (内積で書くと x⃗ · y⃗ = rs cos θ)

とする。この時

|x⃗− y⃗| =
√

(x⃗− y⃗, x⃗− y⃗) =
√
x⃗2 − 2x⃗ · y⃗ + y⃗2 =

√
r2 − 2rs cos θ + s2 (3.69)

となるのでグリーン関数は以下のように書き換えられる。

G(x⃗, y⃗) =
1

4π
√
r2 − 2rs cos θ + s2

=
1

4πr+

1√
1− 2 r−

r+
cos θ + (r−/r+)2

(3.70)

ここで r+ = Max(r, s), r− = Min(r, s)である。最後の表式の２番目の因子は x = cos θ, y = r−/r+

と置くと (3.68)と一致しているのでGreen関数は以下のような展開が可能であることがわかる。

G(x⃗, y⃗) =
1

4π

∞∑
n=0

rn−
rn+1
+

Pn(cos θ) (3.71)

原点の周りの電荷の分布 ρ(y⃗)から生成されるポテンシャルは r > sとなる点においては (2.9)の
ように書けるので x⃗ = (0, 0, r)ととり y⃗を極座標で s, θ, ϕで書き表すと

ϕ(x⃗) =
1

4π

∞∑
n=0

qn
rn+1

, qn =

∫
s2ds

∫
d(cos θ)

∫
dϕρ(r, θ, ϕ)snPn(cos θ) (3.72)

この展開で最も低次 n = 0の項 q0は P0 = 1を用いると原点周りにある全電荷と等しい。高次の項
は多重極モーメントに対応する。このように Legendre関数は電荷などの角度分布の詳細を書き表
す際に重要となる関数である。
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3.7 漸化式
最後に直交多項式の漸化式について解説する。漸化式は次の章で述べるように量子力学に現れる
対称性を記述する上で非常に重要である。漸化式を示す方法としては

1. 直交性と係数比較を用いる

2. 母関数を用いる

1の方法は間接的ではあるが分かりやすい。一方 2の方は微分演算と展開だけで証明できるのがメ
リットである。

直交多項式の漸化式は基本的に２つ、xの掛け算で次数が一つ上の多項式と関連づけるものと、
微分で次数を下げる方に動くもののペアで与えられる。

3.7.1 Hermite多項式

ここではHermite多項式の漸化式を

• 展開式： Hn = 2nxn + · · ·

• 直交性： ∫∞
−∞ e−x2

Hn(x)Hm(x)dx = (Hn, Hm) = Nnδn,m, Nn = 2nn!
√
π

• 偶奇性：Hn(−x) = (−1)nHn(x)

という性質のみを用いて用いて示す。導くべき式は
Hermite多項式の漸化式� �

xHn(x) =
1

2
Hn+1(x) + nHn−1(x) (3.73)

d

dx
Hn(x) = 2nHn−1(x) (3.74)� �

証明 (3.73)を示すために、まず偶奇性を用いると

xHn(x) = C0Hn+1(x) + C1Hn−1 + C2Hn−3+

38



のように１つおきに並ぶことに注意する。(たとえば xH(x)とHnは偶奇性が反対になる) この式で
xn+1の係数を用いると

2n = C02
n+1

従ってC0 =
1
2
を得る。次にC2以降がゼロになることを見るためには上記の内積の定義式よりたと

えば

C2Nn−3 = (Hn−3, xHn) =

∫ ∞

−∞
e−x2

Hn−3xHn(x) = (xHn−3, Hn) = 0

最後にC1の係数も同様にして

C1Nn−1 = (Hn−1, xHn) = (xHn−1, Hn) = (
1

2
Hn + · · · , Hn) =

1

2
Nn

これから
C1 =

Nn

2Nn−1

= n

以上で (3.73)が示された。

次に (3.74)を示すためには dHn

dx
が n− 1次の多項式であることと偶奇性を用いて
dHn

dx
= D0Hn−1 +D1Hn−3 + · · ·

と置く。最初の係数D0は両辺の xn−1の係数を比較して

2nn = 2n−1D0

となることから得られる。D1以降がゼロであることは内積の性質(
f,
dg

dx

)
=

∫ ∞

−∞
e−x2

f(x)
dg

dx
= −

∫ ∞

−∞

d

dx
(e−x2

f(x))g(x)dx =

(
− df

dx
+ 2xf, g

)
(3.75)

より (3.73)の証明と同様にして得られる。

3.7.2 Legendre多項式

Legendre多項式の場合は

• 展開式： Pn = knx
n + · · · , kn = (2n)!

2n(n!)2
xn

• 直交性： ∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = (Pn, Pm) = Nnδn,m, Nn = 2

2n+1

• 偶奇性：Pn(−x) = (−1)nPn(x)
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対応する漸化式は
Legendre多項式の漸化式� �

xPn(x) =
1

2n+ 1
((n+ 1)Pn + nPn−1) (3.76)

(x2 − 1)
dPn

dx
=
n(n+ 1)

2n+ 1
(Pn+1 − Pn−1) (3.77)� �

最初の公式 (3.76)の証明はHermite多項式の場合と同様なので省略する。２番目の公式では (x2−1)

という余分な因子が入っているが (3.75)に対応する公式で(
Pℓ, (x

2 − 1)
dPn

dx

)
=

∫ 1

−1

Pℓ(x)(x
2 − 1)

dPn

dx
dx

= (x2 − 1)Pℓ(x)Pn(x)
∣∣1
−1

−
(
d

dx

(
(x2 − 1)Pℓ

)
, Pn

)
= −

(
Pℓ, (x

2 − 1)
dPn

dx
+ 2xPn

)
Pn(±1) ̸= 0に注意すると右辺の第１項を消すために x2 − 1が必要となっている。偶奇性と多項式
の次数の比較により

(x2 − 1)
dPn

dx
= D0Pn+1 +D1Pn−1 +D2Pn−3 + · · ·

のように展開できるはず。D0を計算するためには xn+1の係数を比較すればよく

nkn = D0kn−1 → D0 =
n(n+ 1)

2n+ 1

またD1の計算のためには(
Pn−1, (x

2 − 1)
dPn

dx

)
= (Pn−1, D1Pn−1 + · · · ) = D1Nn−1

= −
(
d

dx

(
(x2 − 1)Pn−1

)
, Pn

)
= · · · = kn−1

kn
(n+ 1)Nn

これから
D1 = −n(n+ 1)

2n+ 1

3.7.3 Laguerre多項式

Laguerre多項式の場合、偶奇性がないので直交性を用いて漸化式を導くのはやや煩雑となる。こ
こでは母関数を用いた証明を紹介する。
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Laguerre多項式の漸化式� �
xLn(x) = −(n+ 1)Ln+1 + (2n+ 1)Ln − nLn−1 (3.78)

x
d

dx
Ln(x) = n(Ln − Ln−1) (3.79)� �

Laguerre関数の母関数 (3.67)について以下の等式が成立する。

xR(x, y) = (1− y)R(x, y)− (1− y)2
∂

∂y
R(x, y) (3.80)

x
∂

∂x
R(x, y) = y(1− y)

∂R

∂y
− yR(x, y) (3.81)

これらの等式は直接計算により確かめることができる。左辺は (3.78, 3.79)の左辺の微分であり、右
辺は母関数R(x, y)について yの掛け算と yの微分で書かれていることに注意する。

これらの等式は漸化式と同値である。たとえば、最初の等式についてみると

xR(x, y) =
∞∑
n=0

Ln(x)y
n (3.82)

(1− y)R(x, y)− (1− y)2
∂

∂y
R(x, y) =

∑
n=0

(−nLn−1 + (1 + 2n)Ln − (n+ 1)Ln+1) y
n (3.83)

となるので両辺で ynの係数を等しいとおくと (3.78)が導かれる。
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第4章 球面調和関数：直交多項式と対称性

前の章で解説した直交多項式は量子力学系で用いられており、対称性と深い関係がある。この章
ではその例としてHermite多項式とHeisenberg代数、Lengendre多項式と空間回転を表す代数（回
転群）との対応について解説する。後者の場合は Legendre多項式を少し拡張して Legendre陪関数
を用いる必要がある。この章では Legendre陪関数の詳しい性質を導くと同時にそれを用いて定義
される球面調和関数についてその基本的な性質を述べる。

4.1 調和振動子とHermite多項式
調和振動子の量子系は以下のハミルトニアンと演算子により定義される。この講義では代数的な
側面のフォーカスするため簡単のため粒子の質量m, 振動数 ω, プランク定数 ℏなどは全て 1と置い
ている。

• 生成消滅演算子: a = 1√
2
(x̂+ ip̂), a† = 1√

2
(x̂− ip̂)

• 数演算子： N̂ = a†a.

• Hamiltonian: 数演算子を用いて Ĥ = N̂ + 1
2
と定義される。

生成消滅演算子と数演算子は下記の基本的な代数を満たしている。

[a, a†] = 1 (4.1)

[N̂ , a] = −a, [N̂ , a†] = a† (4.2)

通常の波動関数表示のためには p̂ = −i d
dx
のように微分演算子で置き換えられる。この表示では

a =
1√
2
(x+

d

dx
), a† =

1√
2
(x− d

dx
) (4.3)

基底状態は以下のように定義される。

aψ0(x) =
1√
2
(x+

d

dx
)ψ0(x) = 0 → ψ0 =

1

π1/4
e−x2/2 (4.4)
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ここで規格化因子は
(ψ0, ψ0) =

∫ ∞

−∞
|ψ0(x)|2 = 1

となるように定めてある。励起状態は

ψn(x) =
1√
n!
(a†)nψ0 (4.5)

のように定義される。具体的に計算すると

(x− d

dx
)ne−x2/2 = ex

2/2

(
e−x2/2(x− d

dx
)ex

2/2

)n

e−x2

= ex
2/2

(
− d

dx

)n

e−x2

= Hn(x)e
−x2/2

となるのでHermite多項式が現れる。規格化因子も含めると

ψn(x) =
1

π1/4
√
n! 2n/2

Hn(x)e
−x2/2 (4.6)

となる。これらの励起状態が互いに直交することは (3.54)を用いて確認することができる。

(ψn, ψm) =
1

√
π
√
n!m!2(n+m)/2

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e

−x2

dx = δn,m (4.7)

真空の波動関数の部分がHermite多項式に対する積分の重み ρ(x)を与えていることに注意する。ψn

は数演算子に対して次の関係式を満たしている。

N̂ψn = nψn (4.8)

この式を指数関数の部分を外して Hermite多項式について書き換えると微分方程式 (3.25)と一致
する。

また、励起状態は漸化式

aψn =
√
nψn−1, (4.9)

a†ψn =
√
n+ 1ψn+1 (4.10)

を満たすが、これらはHermite多項式の漸化式 (3.73, 3.74)から導くことができる。これらの関係
式はよりアブストラクトな交換関係式だけから導くことも可能である（量子力学 Iの講義参照）。
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4.2 Legendre陪関数
この節では回転群を記述する球面調和関数を定義するときに用いられる Legendre陪関数を導入
する。

Legendre陪関数� �
Pm
n (x) = (1− x2)m/2 d

m

dxm
Pn(x) (4.11)

=
1

2nn!
(1− x2)m/2 d

n+m

dxn+m
(x2 − 1)n (4.12)� �

ここで２つの添字 n,mは n = 0, 1, 2, · · · , −n ≤ m ≤ nという範囲に値をとる。m > nとなるとき
には (4.12)はゼロになり、m < −nの場合には微分の階数が負になるので定義が意味がなくなるこ
とに注意。

Legendre陪関数の主要な性質� �
(1) mの反転

P−m
n (x) = (−1)m

(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (x) (4.13)

(2) 漸化式

(1− x2)1/2
dPm

n

dx
+mx(1− x2)−1/2Pm

n = Pm+1
n (4.14)

(1− x2)1/2
dPm

n

dx
−mx(1− x2)−1/2Pm

n = −(n+m)(n−m+ 1)Pm−1
n (4.15)

(3) 微分方程式 (
(1− x2)

d2

dx2
− 2x

d

dx
+

(
n(n+ 1)− m2

1− x2

))
Pm
n (x) = 0 (4.16)

(4) 直交性 ∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm

ℓ (x)dx =
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
δn,ℓ (4.17)

� �
この節では以下これらの性質の証明を行う。
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4.2.1 mの反転公式 (4.13)の証明

(4.13)式は次の式と等価である。

(x2 − 1)m
dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n =

(n+m)!

(n−m)!

dn−m

dxn−m
(x2 − 1)n (4.18)

以下左辺から右辺を導く。用いる公式は高階微分に関するもの

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

n∑
ℓ=0

n!

ℓ!(n− ℓ)!
f (n−ℓ)(x)g(ℓ)(x)

dℓ

dxℓ
(x− a)n = n(n− 1) · · · (n− ℓ+ 1)(x− a)n−ℓ =

n!

(n− ℓ)!
(x− a)n−ℓ

これらを用いると

左辺 = (x2 − 1)m
n+m∑
r=0

(n+m)!

r!(n+m− r)!

dn+m−r

dxn−m−r
(x− 1)n

dr

dxr
(x+ 1)n

r < mまたは r > nの場合微分がゼロになる

= (x2 − 1)m
n∑

r=m

(n+m)!

r!(n+m− r)!

n!

(r −m)!
(x− 1)r−m n!

(n− r)!
(x+ 1)n−r

r′ = n− rと置いて書き換え＆ファクターの入れ替え

=
(n+m)!

(n−m)!

n−m∑
r′=0

(n−m)!

r′!(n−m− r′)!

n!

(n− r′)!
(x− 1)n−r′ n!

(m+ r)!
(x+ 1)m+r′

微分に書き換え

=
(n+m)!

(n−m)!

n−m∑
r′=0

(n−m)!

r′!(n−m− r′)!

dr
′

dxr′
(x− 1)n

dn−m−r′

dxn−m−r′
(x+ 1)n

=
(n+m)!

(n−m)!

dn−m

dxn−m
(x2 − 1)n =右辺

4.2.2 漸化式 (4.14,4.15)の証明

式 (4.14)については定義に代入して実直に微分を行えば良い。

d

dx
Pm
n =

1

2nn!

(
(1− x2)m/2 d

n+m+1

dxn+m+1
(x2 − 1)n −mx(1− x2)m/2−1 d

n+m

dxn+m
(x2 − 1)n

)
= (1− x2)−1/2Pm+1

n − mx

1− x2
Pm
n

両辺に (1− x2)1/2をかけて移行すれば求める式が得られる。
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式 (4.15)を示すには (4.14)でm→ −mとおいた式から始める。

(1− x2)1/2
dP−m

n

dx
−mx(1− x2)−1/2P−m

n = P−m+1
n

この P−m
n などを反転公式 (4.13)を用いて書き換えると

(−1)m
(n−m)!

(n+m)!

(
(1− x2)1/2

dPm
n

dx
−mx(1− x2)−1/2Pm

n

)
= (−1)m−1 (n−m+ 1)!

(n+m− 1)!
Pm−1
n

左辺の係数で全体を割ると (4.15)が得られる。

4.2.3 微分方程式 (4.16)の導出

漸化式 (4.14,4.15)を順番に作用させると(
(1− x2)1/2

d

dx
− (m+ 1)x(1− x2)−1/2

)(
(1− x2)1/2

d

dx
+mx(1− x2)−1/2

)
Pm
n

= −(n−m)(n+m+ 1)Pm
n

という式が得られるが、左辺の Pm
n に作用する微分演算子を書き換えると、代数計算ののち

左辺 =

(
(1− x2)

d2

dx2
− 2

d

dx
+m(m+ 1)− m2

1− x2

)
Pm
n

が得られる。右辺と組み合わせて定数の部分をまとめると (4.16)となる。

4.2.4 内積の公式 (4.17)の証明

反転公式 (4.13)と部分積分を繰り返すことにより証明できる。∫ 1

−1

Pm
n (x)Pm

ℓ (x)dx = (−1)m
(n+m)!

(n−m)!

∫ 1

−1

P−m
n (x)Pm

ℓ (x)dx

P±mの表式代入。冒頭因子の (1− x2)±m/2は互いにキャンセルするのに注意

= (−1)m
(n+m)!

(n−m)!

1

2n+ℓn!ℓ!

∫ 1

−1

dn−m

dxn−m
(x2 − 1)n

dℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓdx

部分積分を繰り返して第二項の微分を第一項の微分に書き換え

=
(n+m)!

(n−m)!

1

2n+ℓn!ℓ!

∫ 1

−1

dn

dxn
(x2 − 1)

dn

dxn
(x2 − 1)ℓ

非積分関数は PnPℓになっている。Legendre多項式の直交性を代入

=
(n+m)!

(n−m)!

2

2n+ 1
δn,ℓ

46



4.3 球面調和関数と角運動代数の表現

4.3.1 球対称な系における偏微分方程式の解法

球対称な系における Schrödinger方程式やMaxwell方程式は次の形になる。

(∆ + f(r))ψ(r, θ, φ) = 0 (4.19)

ここで r, θ, φはこれまでも度々出てきた極座標である。極座標で書いた Laplacianは以下のように
書かれる。

∆ =
1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2
Ω̂ (4.20)

Ω̂ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
(4.21)

ここで Ω̂は球面上の Laplacianと呼ばれている量である。

このように変数 r, θ, φの偏微分が分離した形で現れる偏微分方程式を解く代表的な手法として変
数分離法がある。基本的な考え方としては ψ = R(r)Θ(θ)Φ(φ)のように factorizeされた形に解を想
定しできるだけ一般的に解を求め、一般解はそれを線型結合をとったものとして得られると考える。

一見不自然に思われるかもしれないが、３次元のFourier級数の場合も factorizeされた解ei(kxx+kyy+kzz)

の線型結合として一般解を与えるのでそれと同じと思えば良い。

ψ = R(r)Θ(θ)Φ(φ)を方程式に代入し全体をR(r)Θ(θ)Φ(φ)で割ると以下のような方程式になる。
1

rR(r)

∂2(rR(r))

∂r2
+ f(r) +

1

r2

(
1

Θ(θ) sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Φ

∂φ2

)
= 0 (4.22)

まず一番最後の項 ∂2Φ/∂φ2に注目する。方程式全体を見渡すとこの項以外に φに依存する項はな
い。つまり rと θのみの方程式になっている。仮に ∂2Φ/∂φ2がφに依存してしまったとすると残り
の項でそれをキャンセルすることはできない。つまり分離した形で解が得られるためには 1

Φ
∂2Φ
∂φ2 が

定数、すなわち
∂2Φ

∂φ2
= −β2Φ(φ) (4.23)

が成立していなくてはいけない。この方程式は定数係数常微分方程式なので直ちに解くことができ
て、解は

Φ(φ) = C+e
iβφ + C−e

−iβφ

となる。ここで φの役割を思い出すと、φについてΦは周期的である、すなわち

Φ(φ+ 2π) = Φ(φ) (4.24)
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であることがわかる。パラメータ βはこの制約条件のため整数値に量子化される。

β = m ∈ Z (4.25)

ことがわかる。このとき
Φについての方程式� �

∂2Φ

∂φ2
= −m2Φ(φ) (4.26)

� �
となる。

再び (4.22)に戻りΦの方程式を用いると
1

rR(r)

∂2(rR(r))

∂r2
+ f(r) +

1

r2

(
1

Θ(θ) sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
− m2

sin2 θ

)
= 0 (4.27)

ここで後半の大括弧の中の表式は θの関数であるがそれ以外の部分は rのみに依存していることに
注意すると括弧内は定数（たとえば−α）である、すなわち

1

Θ(θ) sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
− m2

sin2 θ
= −α

または
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Θ

∂θ

)
− m2

sin2 θ
Θ = −αΘ (4.28)

という微分方程式が得られるが、cos θ = µと変数変換すると ∂
∂θ

= − sin θ ∂
∂µ

= −
√
1− µ2 ∂

∂µ
などに

より方程式は
∂

∂µ

(
(1− µ2)

∂Θ

∂µ

)
+

(
α− m2

1− µ2

)
Θ = 0 (4.29)

に帰着する。この方程式で α = n(n+ 1)と置くと Legendre陪関数の微分方程式 (4.16)と一致し、

Θ(θ) = Pm
n (cos θ) (4.30)

が θ方向の解を与えることがわかる。αは一般の値を取ったとしてもnについての方程式は解くこと
が可能で nを一般の値とした Legendre陪関数 (4.12)が方程式の解を与える。しかし nが 0, 1, 2, · · ·
とした量子化した値以外をとると x = ±1、つまり θ = 0, π (北極と南極)で一般には発散した解の
形になる。これにより任意パラメータであった αは量子化され

α = ℓ(ℓ+ 1), ℓ = 0, 1, 2, · · · (4.31)

(一般的な記法と一致させるため n→ ℓとする)という値に制約を受けることがわかる。また、mに
ついては元々は整数であればなんでも良かったが

−ℓ ≤ m ≤ ℓ (4.32)
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という値の間でしか Pm
ℓ はゼロでないため、この制約を受けることになる。

以上をまとめると、角度 θ, φ方向の解は

Θ = Pm
ℓ (cos θ), Φ(φ) = eimφ

という形に書かれることになる。これらをまとめて書き正規化因子も含めて定義したものが
球面調和関数� �

Yℓ,m(θ, φ) = (−1)m

√
2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimφ (4.33)

ただし ℓ = 0, 1, 2, · · · , −ℓ ≤ m ≤ ℓ となる。球面調和関数は球面上の Laplacianの固有関数

Ω̂Yℓ,m(θ, φ) = −ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m(θ, φ) (4.34)

であり、直交性 ∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

dφY ∗
ℓ,m(θ, φ)Yl′,m′(θ, φ) = δℓ,ℓ′δm,m′ (4.35)

を満たす。� �
規格化の証明のためには∫ 2π

0

(eimφ)∗einφdφ = 2πδn,m∫ π

0

sin θdθPm
l (cos θ)Pm

l′ (cos θ) =

∫ 1

−1

dµPm
ℓ (µ)Pm

ℓ′ (µ) =
2

2ℓ+ 1

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

というこれまで導いてきた式を用いる直ちに証明される。

以上で角度方向は解けたので残りは動径 r方向のみとなる。求めるべき方程式は
動径方向の方程式� �

1

r

d2

dr2
(rR(r)) + f(r)R− ℓ(ℓ+ 1)

r2
R = 0 (4.36)� �

特殊な f(r), 例えばクーロンポテンシャルの系 f(r) ∼ 1
r
などでは厳密にR(r)を求めることができ

る。f(r)が定数の場合は次の章で解を求める。(Bessel関数など)

4.3.2 角運動量の代数と球面調和関数

角運動量は x⃗と p⃗を用いて
L⃗ = x⃗× p⃗ (4.37)
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と書き表される。量子力学では (ℏ = 1とすると)

L⃗ = −ix⃗× ∇⃗ (4.38)

角運動量は微分演算子となり
角運動量の代数� �

[Li, Lj] = iϵijkLk (4.39)� �
という交換関係を満たす。ここで調和振動子における生成・消滅演算子に対応する昇降演算子を以
下のように定義する。

L± = L1 ± iL2 (4.40)

このような書き換えで L1, L2の代わりに L±を用いると角運動量の代数は以下のように書き換えら
れる。

[L3, L±] = ±L± (4.41)

[L+, L−] = 2L3 (4.42)

最初の代数は調和振動子における N̂ と a, a†の代数に対応するもので L±が L3の固有値を±1だけ
変化させることを意味する。

調和振動子ではなかった演算子としては、全角運動量 L2,

L2 =
3∑

i=1

L2
i (4.43)

全角運動量は任意の Liと交換し同時固有値を持ちうる。

これらの演算子を球面調和関数と関係づけるには、これらの演算子を極座標で書き換えることが
必要となる。ここでは導出は行わず重要なものだけ結果を書くと

L2 = −Ω̂ (4.44)

L3 = −i
∂

∂φ
(4.45)

L+ = eiφ
(
∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
(4.46)

L− = e−iφ

(
∂

∂θ
− i cot θ

∂

∂φ

)
(4.47)

これらの公式は球面調和関数についての以下の関係式と関係付けられる。
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球面調和関数の性質� �
L2 Yℓ,m = −Ω̂Yℓ,m = ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m (4.48)

L3 Yℓ,m = mYℓ,m (4.49)

L−Yℓ,m =
√
((ℓ+m))(ℓ−m+ 1)Yl,m−1 (4.50)

L+Yℓ,m =
√

((ℓ−m))(ℓ+m− 1)Yl,m+1 (4.51)� �
これらの式の中で (4.48)は証明済みである。また (4.49)は自明である。残った式の中で (4.50)は以
下のように示される。

L+

(
Pm
ℓ (cos θ)eimφ

)
= eiφ

(
∂

∂θ
Pm
ℓ (cos θ)eimφ −m cot(θ)Pm

ℓ (cos θ)eimφ

)
= ei(m+1)φ

(
∂

∂θ
−m cot θ

)
Pm
ℓ (cos θ)

= ei(m+1)φ

(
−
√

1− µ2
∂

∂µ
−m

µ√
1− µ2

)
Pm
ℓ

= −ei(m+1)φPm+1
ℓ (r)

規格化定数も含めて Yℓ,mに対する方程式に書き換えると (4.50)が得られる。

式 (4.51)についても同様な計算で証明される。
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第5章 Bessel関数

Bessel関数は別名円筒関数とも呼ばれ、２次元平面の動径方向に進む波を記述するために用いら
れる。また、同種の関数として球Bessel関数があるがそちらは３次元空間で動径方向に進む波を記
述される。波を記述するという意味では１次元の波を記述する三角関数 (sin, cos)などと類似の性
質を持つ。

また、三角関数が二種類あることに対応して同一の微分方程式を満たす関数としてNeumann関数
がある。指数関数と三角関数の対応関係に関連してHankel関数、sinh, coshに対応して変形Bessel

関数がある。これらについても時々用いられるので簡単に触れる。

5.1 Bessel関数の基本的な性質
Bessel関数の母関数から始める。Bessel関数は Jn(z)のように書かれる。ここで n ∈ Z, zは複素
変数である。

Bessel関数の母関数� �
e

1
2
z(t−1/t) =

∞∑
n=−∞

tnJn(z) (5.1)

� �
左辺に現れる e

zt
2 , e−

z
2t はそれぞれ |t| < ∞, |t| > 0で収束する Taylor(Laurent)展開が可能なので

(5.1)の右辺は原点と無限遠点を除いた領域で正則な Laurent展開となる。

この展開に留数定理を適用するとBessel関数の積分表示が得られる。
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Bessel関数の積分表示� �
Jn(z) =

1

2πi

∮
t−n−1e

1
2
z(t−1/t) (5.2)

=
1

2π

∫ 2π

0

dθe−inθeiz sin θ (5.3)

=
1

π

∫ π

0

dθ cos(nθ − z sin θ) (5.4)

� �
これらの式のうち (5.2)は留数定理を用いた表式、(5.3)は zの積分路を半径 1の円にした上で変数
変換 t = eiθを行った表式である。また、(5.4)は (5.3)の積分を [0, π], [π, 2π]に分け後者の積分につ
いて変数変換 θ′ = π − θを行う。その際２番目の積分は

1

π

∫ π

0

dθ′einθ
′
e−iz sin θ′

となる。この二つの積分を公式 eix + e−ix = 2 cos(x)を用いて書き直したものが (5.4)である。

母関数の解釈 Bessel関数の母関数 (5.1)は２次元平面における平面波と関連づけれる。２次元平
面の極座標

x = r cos θ, y = r sin θ (5.5)

を用いると
eiy = eir sin θ = er(e

iθ−e−iθ) =
∞∑

n=−∞

einθJn(r) (5.6)

つまり y方向の平面波 eiyを角度方向と動径方向に分離したものが Bessel関数と解釈できる。より
一般的な２次元平面波については

ei(kxx+kyy) = eikr sin(θ+θ0) =
∞∑

n=−∞

ein(θ+θ0)Jn(kr) (5.7)

のように同様の表式が得られる。ここで

k =
√
k2x + k2y, θ0 = arctan

(
kx
ky

)
(5.8)

あとで述べる Helmholtz方程式の直交座標を用いた解が (5.7)の左辺の平面波であり、それを極座
標を用いた解で書き換えたものが右辺である。

展開公式 (5.1)を愚直に展開

e
1
2
z(t−1/t) =

∞∑
ℓ=0

zℓtℓ

2ℓℓ!

∞∑
m=0

(−z)m

m!(2t)m

53



右辺で tn (n ≥ 0)の係数を取り出すとその係数が Jn(z)を与える。ℓ − m = nとなるように ℓ,m

を選びその係数の和を取る。(ℓ,m) = (n, 0), (n + 1, 1), · · ·、すなわち一般には (ℓ,m) = (n + s, s)

(s = 0, 1, 2, · · · )となることに気をつけると

Jn(z) =
∞∑
s=0

(−1)s

(n+ s)!s!

(z
2

)n+2s

(5.9)

となる。n < 0の場合には (ℓ,m) = (0, |n|), (1, |n| + 1), · · · , 一般には (ℓ,m) = (s, |n| + s), (s =

0, 1, 2, · · · )となるので

J−n(z) =
∞∑
s=0

(−1)|n|+s

(|n|+ s)!s!

(z
2

)|n|+2s

= (−1)nJn(z) (5.10)

Jnと J−nが係数を除いて等しいという性質は Legendre陪関数の等式 (4.13)と似ている。

この表式で nを一般の複素数として解析接続する。(5.9)で階乗をガンマ関数に置き換える。以前
数の場合と区別するため n→ νのように添字を書き換えると

Jν(z) =
∞∑
s=0

(−1)s

2ν+2ss!Γ(ν + s+ 1)
zν+2s (5.11)

となる。この表式は以下でも時々用いられる。なお (5.10)はこの公式で ν → −nとすると導くこと
ができる。(Γ(−n) = ∞, n = 0, 1, 2, · · · に注意)

その他の基本的性質 Bessel関数のその他の基本的な性質をまとめると
Bessel関数の基本的性質� �
(1) nの反転公式: J−n(z) = (−1)nJn(z)

(2) 加法定理
Jn(x+ y) =

∞∑
m=−∞

Jn−m(x)Jm(y) (5.12)

(3) 漸化式
d

dz
(z−nJn(z)) = −z−nJn+1(z) (5.13)

d

dz
(znJn(z)) = znJn−1(z) (5.14)

(4) 微分方程式 (
d2

dz2
+

1

z

d

dz
+

(
1− n2

z2

))
Jn(z) = 0 (5.15)

� �
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証明 (1)についてはすでに (5.10)で示した。

(2)の加法定理の証明は母関数を用いて
∞∑

n=−∞

tnJn(x+ y) = e
1
2
(x+y)(t−1/t) = e

1
2
x(t−1/t)e

1
2
y(t−1/t)

=

(
∞∑

ℓ=−∞

tℓJℓ(x)

)
·

(
∞∑

m=−∞

tmJm(y)

)
この式の両辺で tnの係数を等しいとおくと (5.12)が得られる。

(3)の漸化式の証明は積分による定義 (5.2)を用いて
d

dz

(
z−nJn(z)

)
=

d

dz

(
z−n

∮
dt

2πi
t−n−1e

1
2
z(t−1/t)

)
ζ = tzの変数変換

=
d

dz

(∮
dζ

2πi
ζ−n−1e

1
2
(ζ−z2/ζ)

)
z微分を実行

= −z
∮

dζ

2πi
ζ−n−2e

1
2
(ζ−z2/ζ)

t = ζ/zのように変数を戻す

= −z−n

∮
dt

2πi
t−n−2e

1
2
z(t−1/t) = −z−nJn+1(z)

(5.14)の証明は (5.13)で n→ −nとした表式に対して nの反転公式 (5.10)を当てはめると良い。

最後に (4)の微分方程式 (5.15)については漸化式 (5.13, 5.14)を用いて添え字の上げ下げを行っ
た式 (

d

dz
+
n+ 1

z

)(
d

dz
− n

z

)
Jn(z) = −Jn(z)

この式で左辺の微分演算子をまとめると (5.15)となる。

Bessel関数の微分方程式で z = kxのように変数変換し方程式を書き換えると(
d2

dx2
+

1

x

d

dx
− n2

x2

)
Jn(kx) = −k2Jn(kx) (5.16)

となる。この式はあとで用いられる。

Bessel関数のファミリー Bessel関数が満たす微分方程式 (5.15)は 2階なのでBessel関数以外の別
の解が存在するはずである。

詳しい計算は次の章で行うが、一般の添え字 ν に対する Jν(x)の表式 (5.11)は (5.15)において
n→ νとした微分方程式を満たす。この方程式は ν → −νとしても同じ形になるので J−ν(z)が 2階
の微分方程式のもう一つの解となることがわかる。
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ただし νが整数の場合には (5.10)のため J−n(z)は Jn(z)と線型独立でないため２番目の方程式の
解を得るためには工夫が必要となる。

Yn(z) = lim
ν→n

Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)

sin(νπ)
(5.17)

と置くと J±ν が微分方程式 (5.15)で n → νと置き換えた方程式の解であることより (5.15)を満た
し、同時に分母分子が共に 0になる極限操作を行うため Jn(z)とは一次独立となることが示される。
これにより Yn(z)は微分方程式の第二の解を与えることになる。Yn(z)はNeumann関数（あるいは
Jn(x)を第１種Bessel関数と呼ぶ場合は第２種Bessel関数）と呼ばれ z = 0に log(z)を含む特異性
を持つ関数であることが知られている。

Bessel関数 Jν(x)の引数を純虚数に書き換えたものも時々現れる。微分方程式 (5.15)において
x→ ix(それと同時に n→ ν)という書き換えを行うと微分方程式は(

d2

dz2
+

1

z

d

dz
−
(
1 +

ν2

z2

))
Iν(z) = 0 (5.18)

ここで Iν(x)は以下のような級数で与えられる。

Iν(x) = i−νJν(ix) =
∞∑

m=0

xν+2m

22m+νm!Γ(ν +m+ 1)
(5.19)

Bessel関数が三角関数に近い性質を持っていることに対応して Iν(x)は指数関数のような性質を持
つ。Iν(x)は（第１種）変形Bessel関数と呼ばれる。

最後に νが整数 nの場合は I±ν は互いに一次独立でないためNeumann関数に相当する関数を導
入する必要がある。(5.17)に対応する式として

Kn(x) = lim
ν→n

π

2 sin(νπ)
(I−ν(x) + Iν(x)) (5.20)

が２番目の方程式の解となる。Kn(x)は第２種変形Bessel関数と呼ばれる。

最後にBessel関数とそのファミリーのグラフを示す。まずBessel関数自体のグラフが図 5.1であ
り原点付近で Jn(x) ∼ xnであり xの値が大きいとほぼ三角関数のように振る舞っていることが理解
できる。

次にNeumann関数（第２種Bessel関数）のグラフが図 5.2であり原点に特異点を持ち、xの値が
大きいとほぼ三角関数のように振る舞っていることが理解できる。

最後に変形Bessel関数のグラフが図 5.3, 図 5.4 で In(x)が原点で正則で xが大きいところで exの
ように増大する関数、Knは原点で発散し xが大きいところで e−xのように減少する関数である。
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図 5.1: Bessel関数のプロット：J0 青, J1 黄, J2 緑
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図 5.2: Neumann関数のプロット：Y0 青, Y1 黄, Y2 緑
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図 5.3: 第１種変形Bessel関数：I0 青, I1 黄, I2

緑
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図 5.4: 第２種変形 Bessel関数: K0 青, K1 黄,

K2 緑
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5.2 波動方程式とBessel関数
Bessel関数がどのような物理系に現れるか見るため、D + 1次元（空間D次元＋時間）の波動方
程式を考える。 (

1

c2
∂2

∂t2
−∆D

)
ψ(t, x⃗) = 0, ∆D =

D∑
i=1

∂2

∂x2i
(5.21)

この方程式で時間方向に Fourier変換を行う。

ψ(t, x⃗) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtψ̃ω(x⃗)dω (5.22)

ψ̃ω(x⃗)に対する偏微分方程式は以下の形でかける。(
∆D + k2

)
ψ̃ω(x⃗) = 0, k =

ω

c
(5.23)

この方程式はD次元のHelmholtz方程式と呼ばれる。以下D = 2, 3の場合に極座標を用いた解を
求める。

5.2.1 D = 2の場合

2次元の Laplacianは極座標で書き換えると

∆2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
(5.24)

のように書かれる。ψ̃ω(x) = R(r)Θ(θ)のように変数分離形におき偏微分方程式 (5.23)に代入。式を
整理すると

r2

R

(
1

r

∂

∂r

(
r
∂R

∂r

)
+ k2R

)
+

1

Θ

∂2Θ

∂θ2
= 0 (5.25)

第 1項は rのみの関数、第 2項は θのみの関数なのでそれぞれ定数となる必要がある。このため偏
微分方程式は以下の２つの式に分離する。

1

r

d

dr

(
r
dR

dr

)
+ k2R− α2

r2
R = 0 (5.26)

d2

dθ2
Θ = −α2Θ (5.27)

ここで αは定数である。(5.27)を解くとΘ(θ) = eiαθとなるが波動関数は θについて周期 2πの関数
でなくてはいけないので

α = m ∈ Z
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のように整数値を取る必要がある。（これは３次元の場合の変数φと同様）(5.26)に代入し微分方程
式を整理すると

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+

(
k2 − m2

r2

)
R = 0 (5.28)

となる。さらに変数変換 ζ = krを行うと微分方程式は
d2R

dζ2
+

1

ζ

dR

dζ
+

(
1− m2

ζ2

)
R = 0 (5.29)

これはBessel関数の微分方程式に他ならない。特に r = 0で有限の値を取ることを要請すると解は

R(r) = Jn(ζ) = Jn(kr) (5.30)

になる。(r = 0で発散しても良い場合は Yn(kr)も解である。)以上をまとめるとHemholtz方程式
(5.23)の（特異点を持たない）一般解は

ψ̃ω(x⃗) =
∑
m∈Z

amJm(kr)e
imθ, amは定数, k =

ω

c
(5.31)

となる。(5.7)で見たように an = einθ0の場合は平面波を極座標で書き換えた表式を与える。平面波
はHelmholtz方程式の直交座標による解であり、(5.7)はその二つの関係を与えている。

5.2.2 D = 3の場合

D = 3の場合の Laplacianは (4.20,4.21)のように極座標で書かれている。そこで解説したように
角度方向 (4.21)の解は球面調和関数で与えられる。

Ω̂Yℓ,m(θ, φ) = −ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m (5.32)

r方向の方程式は (
1

r

d2

dr2
r − ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ k2

)
R(r) = 0 (5.33)

ζ = krと書き換えると方程式は (
1

ζ

d2

dζ2
ζ − ℓ(ℓ+ 1)

ζ2
+ 1

)
R = 0 (5.34)

となりさらにR = ζ−1/2R(ζ)と置くとR(ζ)に対する方程式は

d2R
dζ2

+
1

ζ

dR
dζ

+

(
1− (ℓ+ 1/2)2

ζ2

)
R(ζ) = 0 (5.35)
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これは ν = ℓ+ 1
2
に対するBessel方程式に他ならない。これから r = 0で正則な解は

R(r) =

√
π

2kr
Jℓ+ 1

2
(kr) = jℓ(kr) (5.36)

ここで球Bessel関数 jℓ(x)を
jℓ(x) =

√
π

2x
Jℓ+ 1

2
(x) (5.37)

と定義した。

5.2.3 球Bessel関数の性質

展開公式 (5.11)において ν = ℓ+ 1
2
と置くと

Γ(n+ s+
3

2
) = (n+ s+

1

2
)(n+ s− 1

2
) · · · 1

2
Γ(

1

2
)

=
(2n+ 2s+ 1)!

22n+2s+1(s+ n)!

√
π

を用いて球Bessel関数の展開公式

jℓ(x) = 2ℓxℓ
∞∑
s=0

(s+ ℓ)!(−1)s

s!(2ℓ+ 2s+ 1)!
x2s (5.38)

が得られる。

j0と y0 特に ℓ = 0の場合は三角関数で書くことができる。

j0(x) =
∞∑
s=0

(−1)s

(2s+ 1)!
x2s =

sin(x)

x
(5.39)

このことは (5.33)において ℓ = 0と置くと

d2

dr2
(rR) + rR = 0

すなわち rR(r)が三角関数の方程式の方程式を帰着することからも理解できる。また、原点で発散
するもう一つの解は (球Neumann関数)

y0(x) =
cos(x)

x
(5.40)

となることも理解できる。
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漸化式 球Bessel(Neumann)関数 (jℓと yℓを総称して fℓと書く)は漸化式
d

dx

(
x−ℓfℓ

)
= −x−ℓfℓ+1 (5.41)

d

dx

(
xℓ+1fℓ

)
= xℓ+1fℓ−1 (5.42)

を満たす。

漸化式の証明：
L(n) = xn

d

dx
x−n =

d

dx
− n

x

と置くと球Besselの微分方程式は２通りの書き方が可能である。
∆(n) =

d2

dx2
+

2

x

d

dx
− n(n+ 1)

x2
(5.43)

= L(n−1)L(−n−1) = L(−n−2)L(n) (5.44)

∆(n)jn = −jn (5.45)

L(n)jn = f と置くと
∆(n+1)f = L(n)L(−n−2)L(n)jn = L(n)∆(n)jn = −L(n)jn = −f (5.46)

したがって f ∝ jn+1を表している。また L(−n−1)jn = gと置くと同様にして∆(n−1)g = −gが示せ
るため g ∝ jn−1が示される。最後に初項の係数を比較すると漸化式が示される。

漸化式の応用として、(5.41)を繰り返し用いると

fn(x) = (−1)nxn
(
1

x

d

dx

)n

f0 (5.47)

が導かれる。これは以下のような変形で証明できる。
fn(x) = −xn−1 d

dx
x−n+1fn−1

= (−1)nxn−1 d

dx
x−n+1xn−2 d

dx
x−n+2xn−3 d

dx
· · · d

dx
f0

これから球Bessel(Neumann)は初等関数と微分でかけることが理解できる。

jn(x) = (−1)nxn
(
1

x

d

dx

)n(
sin x

x

)
, yn(x) = (−1)nxn

(
1

x

d

dx

)n (cos x
x

)
(5.48)

5.3 Bessel関数の直交性
Bessel関数は図 5.1にあるように x ∼ 0と x→ ∞でそれぞれ

Jn(x) ∼
1

2nn!
xn +O(xn+2) as x→ 0 (5.49)

∼
√

2

πx
cos

(
x− π

2
(n+

1

2
)

)
as x→ ∞ (5.50)
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（２番目の漸近展開は次の章で示す）のように振る舞う。後の表式から Jnは３角関数のように振る
舞いその位相は nが一つ大きくなると π/2だけ右にずれることがわかる。

Bessel関数がゼロになる点は r方向の振動の節を記述している。以下のような定理が知られて
いる。

Bessel関数のゼロ点の分布� �
Jn(x)の隣り合うゼロ点の間に Jn+1(x)は一つだけゼロ点を持つ。� �
この定理は以下のRollの補題ををBessel関数の漸化式 (5.13, 5.14)に適用することにより導かれる。

Rollの補題: f(x) = dg
dx
と置くと g(x)の隣り合うゼロ点の間に f(x)は一つ（以上）のゼロ点を持

つ 。（証明：隣り合うゼロ点では dg
dg
の符号は異なっているため f(x)はその間で必ずゼロにならな

くてはならない。）

Bessel関数のゼロ点を用いるとBessel関数の直交性を表現することができる。
Bessel関数の直交性� �
αnm > 0を Jn(x)の左から数えてm番目のゼロ点とする。この時Bessel関数の間に下記のよう
な直交性が成立する。 ∫ 1

0

Jn(αnmx)Jn(αnℓx)xdx =
1

2
(Jn+1(αn,m))

2δm,ℓ (5.51)

� �
証明：Besselの微分方程式に対応するHamiltonianを以下のように定義する。

H = − d2

dx2
− 1

x

d

dx
+
n2

x2
(5.52)

直交性に現れるBessel関数はこの演算子について固有状態になっている。

HJn(αnmx) = α2
nmJn(αnmx) (5.53)

これは (5.16)より明らか。

次にこの演算子は以下で定義される f(1) = g(1) = 0を満たす関数の間に定義される内積につい
てHermiteである。

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)xdx (5.54)

(f,Hg) = (Hf, g) (5.55)

このうち (5.55)は部分積分により証明できる。なお境界項が消えるために f(1) = g(1) = 0という
条件が必要になる。Jn(αnmx)などはこの条件を満たしていることに注意する。
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以上の注意のもとに f(x) = Jn(αnmx), g(x) = Jn(αnℓx) と置くと

α2
nℓ(f, g) = (f,Hg) = (Hf, g) = α2

nm(f, g)

つまり (α2
nm − α2

nℓ)(f, g) = 0が導かれる。m ̸= ℓの場合は αnm ̸= αnℓなので (f, g) = 0、すなわち
m ̸= ℓの場合の (5.51)が導かれた。

m = ℓの場合は f(x) = Jn(αnmx), g(x) = Jn(βx) (ただし βはαnm近傍の任意の値)とする。この
場合は g(1) ̸= 0となるのでHのHermite性が崩れる。

(Jn(αnmx),HJn(βx))− (HJn(αnmx), Jn(βx))

= (α2
nm − β2)(Jn(αnmx), Jn(βx))

= Jn(βx)xJ
′
n(αnmx)|10

ここで J ′
n(x) =

dJn(x)
dx
。この式の 3行目は部分積分の際にゼロにならない項を示している。これから

(Jn(αnmx), Jn(αnmx)) = lim
β→αnm

1

β2 − α2
nm

Jn(βx)xJn(αnmx)

∣∣∣∣1
0

=
1

2
(J ′

n(αnm))
2

(5.56)

一方漸化式 (5.13)より J ′
n(αnm) = Jn+1(αnm)となる。これを左辺に代入すると (5.51)のm = ℓの場

合が証明される。

Bessel関数の直交性は三角関数の直交性 (1.3, 1.4, 1.5)の類似の関係式であり任意関数のBessel関
数を用いた展開が可能であることを示している。

Fourier-Bessel変換� �
f(x)を f(1) = 0, f(x) ∼ xn (x → 0)を満たす任意の関数とする。この時 f(x)をBessel関数を
用いて展開することができる。

f(x) =
∞∑

m=1

cmJn(αnmx) (5.57)

cm =
2

Jn+1(αnm)2

∫ 1

0

f(x)Jn(αnmx)xdx (5.58)

� �
応用：太鼓の膜の運動 円形の太鼓の膜の運動を考える。膜の振動を表す関数 u(t, x, y)は波動方
程式 (

1

c2
∂2

∂t2
−∆2

)
u(t, x⃗) = 0

を満たし太鼓の膜の境界 (x2 + y2 = R2)でゼロになるものとする。
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極座標を用いて解を u = un(r)e
inθ+iωtの形に仮定する。unに対する微分方程式は(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− n2

r2
+
ω2

c2

)
un(r) = 0 (5.59)

太鼓の膜は r = 0で正則なので解はBessel関数で書ける。

un(r) = Jn(kr), k =
ω

c
(5.60)

膜の端点で u(R) = 0である必要があるので

Jn(kR) = 0, kR = αnm

である必要がある。つまり太鼓の振動数は

ωnm =
cαnm

R
, m = 1, 2, 3, · · · (5.61)

のように量子化される。つまり太鼓の音として我々が認識しているのは cαnm/Rであることがわ
かる。

5.4 Bessel関数の積分表示と漸近展開
Besselの微分方程式 (5.15)の解は一般的に以下のような積分表示を持つことを示す。

Bessel方程式の解の積分表示� �
u(x) = xn

∫
C

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.62)

ここで積分路Cは境界 ∂Cで以下の条件が満たされるように選ばれる。

(1 + ζ2)
2n+1

2 exζ
∣∣∣
∂C

= 0 (5.63)� �
あとで見るように積分路Cの選択によりBessel関数のファミリー (Neumann関数、Hankel関数な
どを含む)が得られる。

証明 u(x) = xnv(x)と置いて v(x)に対する微分方程式に書き換える。(
d2

dx2
+

2n+ 1

x

d

dx
+ 1

)
v(x) = 0
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ここで v(x) =
∫
C
(1 + ζ2)

2n−1
2 exζdζと置いて微分演算子を作用させる。(

d2

dx2
+ 1

)
v(x) =

∫
C

(1 + ζ2)
2n+1

2 exζdζ

=
1

x

∫
C

(1 + ζ2)
2n+1

2
∂

∂ζ
exζdζ

=
1

x
(1 + ζ2)

2n+1
2 exζ

∣∣∣
∂C

− 2n+ 1

x

∫
C

(1 + ζ2)
2n−1

2 ζexζdζ

= −2n+ 1

x

dv

dx

特にBessel関数はC = [−i, i]とした表式で得られる。これが (5.63)を満たすことは明らかである。

Jn(x) =
xn

i
√
πΓ(n+ 1

2
)2n

∫ i

−i

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.64)

証明 ∫ i

−i

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ

指数関数を展開

=

∫ i

−i

(1 + ζ2)
2n−1

2

∞∑
m=0

(xζ)m

m!
dζ

mが奇数の場合はゼロ。偶数の場合は積分領域を半分にして 2倍する

= 2
∞∑

m=0

z2m(2m)!

∫ i

0

(1 + ζ2)
2n−1

2 ζ2m

ζ2 = −tと変数変換

= i
∞∑

m=0

(−x2)m

(2m)!

∫ 1

0

(1− t)
2n−1

2 tm− 1
2dt

Beta関数の積分公式を使用

= i
∞∑

m=0

(−x2)m

(2m)!
B(n+

1

2
,m+

1

2
) = i

∞∑
m=0

(−x2)m

(2m)!

Γ(n+ 1
2
)Γ(m+ 1

2
)

Γ(n+m+ 1)

あとは Γ関数の表式を代入し、Bessel関数の展開公式 (5.9)と比較して求める式が得られる。

5.4.1 その他の類似関数の積分表式と漸近形

一般には複素積分の積分路は

I (−∞+ i, i]
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II [−i,−∞− i)

の組み合わせでかける。ζ = ±i, ζ = ±i−∞で条件 (5.63)が満たされることは簡単に確認できる。

A =
xn

i
√
πΓ(n+ 1

2
)2n

と置くと

Jn(x) = A

∫
I+II

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.65)

Yn(x) = −iA

∫
I−II

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.66)

H(1)
n (x) = 2A

∫
I

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.67)

H(2)
n (x) = 2A

∫
II

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ (5.68)

H(1), H(2)はそれぞれ第１種（第２種）Hankel関数と呼ばれる。YnはNeumann関数 (5.17)である。

これらの積分表示よりBessel関数とそのファミリーの漸近形 (x→ ∞での表式)が以下のように
得られる。

Jn(x) ∼
√

2

πx
cos

(
x− π

2
(n+

1

2
)

)
(5.69)

Yn(x) ∼
√

2

πx
sin

(
x− π

2
(n+

1

2
)

)
(5.70)

H(1)
n (x) ∼

√
2

πx
exp

(
i

(
x− π

2
(n+

1

2
)

))
(5.71)

H(2)
n (x) ∼

√
2

πx
exp

(
−i

(
x− π

2
(n+

1

2
)

))
(5.72)

証明： I上の積分については ζ = i− t
x
のように ζから tに変数変換を行う。その時

1 + ζ2 = −2i
t

x
+
t2

x2

となるが第 2項は x→ ∞で無視できる。したがって∫
I

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ ∼
∫ 0

∞
(−dt

x
)(−2i

t

x
)
2n−1

2 ex(i−t/x)

= (−2i)
2n−1

2
eix

xn+
1
2

∫ ∞

0

dte−ttn−1/2 = (−2i)
2n−1

2
eix

xn+
1
2

Γ(n+ 1/2)
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よって

A

∫
I

(1 + ζ2)
2n−1

2 exζdζ

=
(−2i)n−1/2xneix

i
√
πΓ(n+ 1/2)2n

1

xn+1/2
Γ(n+ 1/2) (1 + O(1/x))

=
1√
2πx

ei(x−
π
2
(n+1/2)) (1 +O(1/x))

IIの積分も同様に評価できる。

67



第6章 微分方程式の級数解と超幾何関数

6.1 微分方程式の級数解と確定特異点
これまで様々な二階の微分方程式が現れてきた。それらは次の形で書かれる。

d2u

dz2
+ p(z)

du

dz
+ q(z)u(z) = 0 (6.1)

この方程式は二階の線型方程式なので

u(z) = C1u1(z) + C2u2(z) (6.2)

のような形で一般解が書き表される。ここでC1, C2は積分定数であり ui(z) (i = 1, 2)はそれぞれ微
分方程式 (6.1)の解である。この章では p(z)と q(z)が級数展開の形で書き表された時、微分方程式
の解である u(z)を級数展開の形で求める。

ある一点 z = z0に注目して,その点の周りの微分方程式の解の振る舞いを考察する。考えられる
可能性として

1. z = z0が微分方程式の係数 p(z), q(z)の正則な点となる場合。この場合は、z = z0は (6.1)の
正則点であるとする。

2. z = z0において p(z)は高々１次の極、q(z)は高々２次の極を持つ場合。この場合は、z = z0

を (6.1)の確定特異点 (regular singularity)と呼ぶ。

3. それ以外の場合。この場合、方程式の解は z = z0において極以外の特異点、つまり真性特異
点を持ちうる。

以下では 1と 2の場合について微分方程式の級数解がどのように与えられるかについて考察する。
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6.1.1 正則点の周りの展開

p(z), q(z)が z = z0の周りで正則な場合, つまり

p(z) =
∞∑
n=0

pn(z − z0)
n, q(z) =

∞∑
n=0

qn(z − z0)
n,

のように展開可能な場合を考える。

u(z)は以下のように正則な関数のTaylor展開としてかけることが予想される。以下、具体的に方
程式に代入することにより確認する。

u(z) =
∞∑
n=0

un(z − z0)
n (6.3)

微分方程式 (6.1)に代入し、z − z0の冪について揃えると、
d2u

dz2
+ p(z)

du

dz
+ q(z)u(z)

=
∞∑
n=0

n(n− 1)un(z − z0)
n−2 +

(
∞∑
ℓ=0

pℓ(z − z0)
ℓ

)(
∞∑

m=0

mum(z − z0)
m−1

)

+

(
∞∑
ℓ=0

qℓ(z − z0)
ℓ

)(
∞∑

m=0

um(z − z0)
m

)
= 2u2 + p0u1 + q0u0

+ (6u3 + 2p0u2 + q0u1 + p1u1 + q1u0)(z − z0)

· · ·

+

(
(n+ 1)(n+ 2)un+2 +

n+1∑
ℓ=0

pℓ(n+ 1− ℓ)un+1−ℓ +
n∑

ℓ=0

qℓun−ℓ

)
(z − z0)

n

+ · · ·

まず (z − z0)
0の係数をゼロとおくと u2が u0, u1により定まる。

u2 = −p0u1 + q0u0
2

以下 n = 1, 2, 3, · · · について (z − z0)
nの係数をゼロとおいた式より un+2が u0, · · · , un+1により定

まるが、それらは u0, u1を与えたときに一意に決まる。以上をまとめると、正則点の周りの展開は
展開の最初の二項の係数 u0, u1を任意定数として

u(z) = u0f0(z)+u1f1(z), f0(z) = 1−1

2
q0(z−z0)2+· · · , f1(z) = (z−z0)

(
1− 1

2
p0(z − z0) + · · ·

)
のように z = z0で正則な関数 f0(z), f1(z)の線型結合でかけることがわかる。以上の解析より (6.3)

の形で全ての解が尽くされることが示された。
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6.1.2 確定特異点の周りの展開

確定特異点 z = z0の近傍では

p(z) =
1

z − z0
P (z), P (z) =

∞∑
n=0

pn(z − z0)
n (6.4)

q(z) =
1

(z − z0)2
Q(z), Q(z) =

∞∑
n=0

qn(z − z0)
n (6.5)

のように展開可能である。この時 (6.1)は以下のようにかける。

(z − z0)
2d

2u

dz2
+ (z − z0)P (z)

du

dz
+Q(z)u(z) = 0 (6.6)

画定特異点の周りの級数解� �
(6.6)は z = z0の周りで以下の形の級数解をもつ。

u(z) = (z − z0)
α

(
1 +

∞∑
n=1

an(z − z0)
n

)
(6.7)

ただし αは以下の２次方程式 (決定方程式)の根。

F (α) = α(α− 1) + p0α + q0 = 0 (6.8)

ただし級数解が存在するためには以下の条件が必要となる。

F (α + n) ̸= 0, n = 1, 2, 3, · · · (6.9)� �
証明： 簡単のため以下では z0 = 0と置く。(6.7)を (6.6)に代入し zのべきを揃えると、

(z − z0)
2d

2u

dz2
+ (z − z0)P (z)

du

dz
+Q(z)u(z)

= (α(α− 1) + p0α + q0)z
α

+ · · ·

+

(
F (α + n)an +

(
n−1∑
m=1

((α + n−m)pm + qman−m)

)
+ αpn + qn

)
zα+n

+ · · · .

まず zαの係数がゼロにならなくてはいけないが、これは決定方程式 (6.8) が満たされることを示し
ている。zα+nの係数がゼロになることを要求すると

an =
1

F (α + n)
(a0, a1 · · · , an−1の式)
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anが決まるためにはF (α+n) ̸= 0が必要であることがわかる (6.9)。逆にそれが満たされると anは
nが小さい順に決定され、級数解が得られる。

決定方程式 (6.8)は二次方程式であるので一般には ρ1, ρ2という二つの根をもつ。（重根の場合は
ρ1 = ρ2と書くことにする）ここで以下の場合分けが可能であることがわかる。
解の場合分け� �
(A) ρ1 − ρ2 /∈ Zの場合：それぞれの ρiについて (6.9)が満たされるため、(6.7)の形の解が２

つ存在することになる。

(B) ρ1 = ρ2 + n (n = 1, 2, · · · )の場合: ρ1については (6.9)が満たされるため級数解が存在す
る。ρ2については条件 (6.9)が破れ、級数解は存在しない。ρ1 = ρ2 (重根)の場合は級数
の方法では２番目の独立な解を作れない。これらの場合については級数解は１つだけ得ら
れることになる。� �

logを含む解の構成について (B)の場合は第２の解はより複雑であるが、ここではその一つの構成
法を述べる。u1(z), u2(z)を微分方程式 (6.1)の二つの解とする。この時、u1(z)が既知とするとu2(z)

は以下の積分で求めることができる。(Frobeniusの公式)

u2(z) = u1(z)

∫ z dξ

u1(ξ)2
e−

∫ ξ p(ζ)dζ (6.10)

この公式の証明は後で述べるとして、級数の方法で得られる一番目の解からこの方法でどのような
解が得られるのか考えてみる。

今、二つの解を ρ, ρ− n(n ≥ 0)とする。決定方程式より
F (α) = (α− ρ)(α− ρ− n) = α(α− 1) + p0α + q0

これから
p0 = −2ρ− n+ 1

また u1(z)は指数 ρに対応する解なので u(z) = zρ(正則な関数)のような形をしている。この時

−
∫ ξ

p(ζ)dζ = −
∫ ξ

(
p0
ξ

+ p1 + · · · ) = −p0 log(z) +正則な関数

つまり
u1(z)

−2 exp

(
−
∫ z

p(ζ)dζ

)
= z−2ρz−p0(正則な関数) = z−n−1(正則な関数)

最後に現れた z−n−1 × (正則な関数)を展開すると z−n−1
∑∞

n=0 cnz
ℓとなる。この展開を (6.10)に代

入すると
u2(z) = u1(z)

(
cn log(z) +

∑
ℓ=0, ̸=n

cℓ
ℓ− n

zℓ−n

)
(6.11)
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つまり規格化因子を調整すると以下の形になる。

u2(z) = u1(z) log(z) + zρ−n(正則な関数) (6.12)

この内、第二項は確定特異点の周りの展開から予測されていた指数 ρ− nに対応する級数解である。
一方、第１項は log(z)を含む項であり級数解の解析には出てこなかった新たな項であり、この二つ
を組み合わせることにより求める第二の解が得られることがわかる。

Frobeniusの公式 (6.10)の証明 最後にFrobeniusの公式の証明を与える。証明の際に重要になる
のは以下の関係式である。
解のWronskianと係数の関係� �

p(z) = − d

dz
log(W (z)), W (z) = u1(z)

d

dz
u2(z)− u2(z)

d

dz
u1(z) (6.13)� �

証明：
dW

dz
= u1(z)

d2

dz2
u2(z)− u2(z)

d2

dz2
u1(z)

微分方程式を代入

= −p(z)
(
u1(z)

d

dz
u2(z)− u2(z)

d

dz
u1(z)

)
= −p(z)W (z)

全体をW (z)で割り、W−1 dW
dz

= d
dz
log(W )を用いると (6.13)が得らる。

(6.13)の両辺を積分すると log(W (z)) = −
∫ z
dζp(ζ)、これからW (z) = exp

(
−
∫ z
dζp(ζ)

)が得ら
れる。Wronskianの表式より

u1(z)
d

dz
u2(z)− u2(z)

d

dz
u1(z) = exp

(
−
∫ z

dζp(ζ)

)
これから u2に対する非斉次１階微分方程式が得られる。

d

dz
u2 −

(
d

dz
log(u1)

)
u2 =

1

u1
exp

(
−
∫ z

dζp(ζ)

)
斉次方程式（右辺をゼロとした時の方程式）を解くと u2(z) = Cu1(z)となるので定数変化法で
C → C(z)とし、C(z)に対する方程式を求めると dC

dz
= u1(z)

−2 exp
(
−
∫ z
dζp(ζ)

)となる。この方
程式は積分すると (6.10)が得られる。

モノドロミー 微分方程式 (6.1)の確定特異点 z = z0の周りの一次独立な解を u1(z), u2(z)とする。
この二つの解を z = z0の周りで一周解析接続する、つまり z− z0 → e2πi(z− z0)。このとき得られた
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関数も微分方程式の解になっているはずなので u1(z), u2(z)の線型結合でかけるはずである。つまり(
u1(z

′)

u2(z
′)

)
=M

(
u1(z)

u2(z)

)
, z′ − z0 = e2πi(z − z0) (6.14)

ここでM は 2× 2の定数行列であり、モノドロミー行列と呼ばれる。確定特異点の周りの解は決定
方程式の根の間の関係で二つに分類されていた。まず (A)の場合 (ρ1 − ρ2 ̸=整数)の場合は解の形
から

M =

(
e2πiρ1 0

0 e2πiρ2

)
(6.15)

となる。次に (B)の場合は ρ1 = ρ, ρ2 = ρ− n (n = 0, 1, 2, · · · )とし、解として (6.12)の形をとると

M = e2πiρ

(
1 0

2πi 1

)
(6.16)

のように非対角な形になる。

無限遠点の取り扱い 複素関数論で行ったように複素数で微分方程式を取り扱う場合には無限遠点
z = ∞を一点として取り扱うのが便利である。その場合変数変換w = 1

z
を用いて z = ∞をw = 0

という点として取り扱う。変数wについての微分方程式は
d

dz
=
dw

dz

d

dw
= −w2 d

dw
,

d2

dz2
= w4 d

2

dw2
+ 2w3 d

dw

などを用いて (6.1)を以下のように書き換える。
d2u

dw2
+ p̃(w)

du

dw
+ q̃(w)u = 0, p̃(w) =

2

w
− p(1/w)

w2
, q̃(w) =

q(1/w)

w4
(6.17)

微分方程式 (6.1)が z = ∞において確定特異点を持つということは、wについての微分方程式 (6.17)

がw = 0において確定特異点を持つことである、と言い換える。つまり条件としては p̃(w)がw = 0

において高々1位の極、q̃(w)が高々２位の極を持つということになる。

6.2 超幾何関数

6.2.1 超幾何関数とその類似関数について

ガウスの超幾何関数とは以下のような無限和で定義される関数のことを指す。

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn (6.18)
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ここで a, b, cは複素パラメータ、(a)nは Pochhammer記号

(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
(6.19)

である。この関数の性質としては

(A) 無限和は領域 |z| < 1で絶対かつ一様に収束する。

(B) aまたは bが負の整数 (−n)である場合 n次の多項式となる。

(C) I型の直交多項式 (Jacobi多項式のファミリー）, Legendre陪関数などは超幾何関数の特殊例

(D) 後で述べる超幾何微分方程式の解。一般に３点に確定特異点を有する関数は超幾何関数を用
いて表現できる。

このうち (A)については物理数学 Iで学んだ。(B)は Pochhammer記号の性質 (−n)n+1 = 0から導
くことができる。

(C)については (3.21)式で Jacobi多項式について対応関係を述べた。a = −nとなっているので
多項式を与えることに注意。パラメーターが３個 α, β, nあることから超幾何関数が多項式となる
場合の一般形が Jacobi多項式であることがわかる。特に α = β = 0とすると Legendre多項式、
α = β = −1/2とするとTschebycheff多項式を与える。

Pn ∝ 2F1(−n, n+ 1; 1;
1− z

2
) (6.20)

Tn ∝ 2F1(−n, n; 1/2;
1− z

2
) (6.21)

Kummerの合流型超幾何関数 超幾何関数に類する関数の例としてKummerの合流型超幾何関数
が挙げられる。

1F1(a; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n
(c)nn!

zn (6.22)

この関数の性質としては

(A) 無限和は無限遠点を除く複素平面全体 |z| <∞で絶対かつ一様に収束する。

(B) aが負の整数 (−n)である場合 n次の多項式となる。

(C) Sonine多項式のファミリーは超幾何関数の特殊例

(D) 後で述べる合流型超幾何微分方程式の解。一般に１点に確定特異点、もう一点に確定特異点
の合流を用いて得られる真性特異点を有する関数は合流型超幾何関数を用いて表現できる。
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このうち (A)(B)については超幾何関数と同様に示せる。(C)については Laguerre関数、および
それを一般化した Sonine関数が (3.24)のように合流型超幾何関数で表現される。例えば、Laguerre

陪関数の場合でいうと
L(k)
n =

(k + 1)n
n!

1F1(−n; k + 1; x) (6.23)

一般化超幾何関数 (6.18)や (6.22)をさらに一般化した超幾何関数のファミリーを以下のように定
義する。(一般化超幾何関数と呼ばれる。)

nFm(a1, · · · , an; c1, · · · , cm; z) =
∞∑
ℓ=0

(a1)ℓ · · · (an)ℓ
(c1)ℓ · · · (cm)ℓ!

zℓ (6.24)

容易にわかるようにm = n − 1の場合は |z| < 1で収束、m > n − 1の場合は |z| < ∞で収束、
m < n− 1の場合は z ̸= 0以外で収束しないため漸近展開である。

一般化超幾何関数の形でかける関数も多い。例えば、指数関数や Bessel関数は以下のように書
ける。

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
= 0F0(; ; z) (6.25)

Jν(x) = (x/2)ν
∞∑
n=0

(−1)n(x/2)2n

n!Γ(ν + n+ 1)
=

(x/2)ν

Γ(ν + 1)
0F1(; ν + 1;−x

2

4
) (6.26)

6.2.2 超幾何微分方程式

次に超幾何関数を解と持つような微分方程式について考察する。この方程式は３点 (0, 1,∞)に確
定特異点を持つもので、超幾何微分方程式と呼ばれる。
超幾何微分方程式� �

z(1− z)
d2u

dz2
+ (c− (a+ b+ 1)z)

du

dz
− abu(z) = 0 (6.27)� �

この方程式は 3個の複素パラメータ a, b, cに依存する。

まずこの方程式が３点に確定特異点を持つことを確認する。この方程式は (6.1)において

p(z) =
c− (a+ b+ 1)z

z(1− z)
, q(z) = − ab

z(1− z)

とおいたものであり、z = 0, 1において確定特異点を持つことは容易に理解できる。各点における
指数（決定方程式の解）を求めると、
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z = 0: z ∼ 0において p ∼ c
z
, q ∼ O(1/z)となるので p0 = c, q0 = 0。決定方程式と指数は以下の

ようになる。
α(α− 1) + cα = 0 → α = 0, 1− c (6.28)

z = 1: z ∼ 1で p ∼ a+b+1−c
z−1

, q ∼ O( 1
z−1

)と振る舞うので p0 = a + b + 1 − c, q0 = 0である。した
がって決定方程式と指数は以下のように定まる。

α(α− 1) + (a+ b+ 1− c)α = 0 → α = 0, c− a− b (6.29)

z = ∞: 無限遠点での取り扱いは (6.6)から導くことができて

p̃(w) =
2

w
− 1

w2
p(1/2) =

2

w
− c− (a+ b+ 1)/w

w − 1
∼ 1− a− b

w
+O(1)

q̃(w) =
1

w4
q(1/w) =

ab

w2(1− w)
∼ ab

w2
+O(1/w)

つまり p0 = 1− a− b, q0 = abとなる。これを決定方程式に代入して根を求めると

α(α− 1) + (1− a− b)α + ab = 0 → α = a, b (6.30)

級数解の構成 z = 0, 1,∞の周りでそれぞれ２種類ずつの級数解が得られるはずである。まず、
z = 0の周りの展開から求める。

u(z) = zρ
∞∑
k=0

ukz
k (6.31)

を (6.27)に代入し、整理すると以下のような形になる。

0 = z(1− z)
∞∑
k=0

(k + ρ)(k + ρ− 1)zk+ρ−1

− (c− (1 + a+ b)z)
∞∑
k=0

(k + ρ)ukz
k+ρ−1 − ab

∞∑
k=0

ukz
k+ρ

= −
∞∑
k=0

G(k + ρ)ukz
k+ρ +

∑
k=0

F (k + ρ)ukz
k+ρ−1

= F (ρ)zρ−1 +
∞∑
k=1

(ukF (k + ρ)− uk−1G(k + ρ− 1))zk+ρ−1

ここで

G(ρ) = (ρ+ a)(ρ+ b) (6.32)

F (ρ) = ρ(ρ+ c− 1) (6.33)
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最後の表式より方程式が成立するためには以下の条件が得られる。

F (ρ) = 0, ukF (k + ρ) = uk−1G(k + ρ− 1) (6.34)

このうち最初の方程式は決定方程式であり、ρ = 0, 1− cが得られる。特に cが整数でない場合には
それぞれに対して級数解が得られるはずである。特に u0 = 1とすると

uk =
G(k + ρ− 1)

F (k + ρ)
uk−1 = · · · = G(k + ρ− 1) · · ·G(ρ)

F (k + ρ) · · ·F (ρ+ 1)
=

(ρ+ a)k(ρ+ b)k
(ρ+ 1)k(ρ+ c)k

(6.35)

のような表式が得られる。

ここで決定方程式の解 ρ = 0に対しては uk =
(a)k(b)k
k!(c)k

となるので

2F1(a, b; c; z) (6.36)

が解を与えることがわかる。これで超幾何関数 (6.18)が超幾何微分方程式 (6.27)の解であることが
証明された。

もう一つの解は uk = (1−c+a)k(1−c+b)k
k!(2−c)k

となるので、パラメータを読み替えた超幾何関数で書かれ
ることがわかる

z1−c
2F1(1− c+ a, 1− c+ b; 2− c; z) (6.37)

以下同様に z = 1の周りの級数解は

2F1(a, b; a+ b− c+ 1; 1− z) (6.38)

(1− z)c−a−b
2F1(c− b, c− a; 1− a− b+ c; 1− z) (6.39)

(6.40)

z = ∞の周りの級数解は

z−a
2F1(a, 1− c+ a; 1− b+ a; 1/z) (6.41)

z−b
2F1(b, 1− c+ b; 1− a+ b; 1/z) (6.42)

結局 (6.27)の解として６種類 (6.36–6.42)の解が得られ、それぞれ超幾何関数 (6.18)を用いて書く
ことができた。ただし、この中で１次独立なものは２つのみであり、残りの関数はその２つの関数
を用いてかけるはずであることを注意しておく。解の間の関係式（接続公式）はあとで導く。
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6.3 RiemannのP関数と特異点の合流

6.3.1 RiemannのP関数

前の節で示したように超幾何微分方程式の解は超幾何関数を用いて書き下すことができることを
理解した。ここでは一般に３点に確定特異点を持つ関数は全て超幾何関数を用いて記述可能である
ことについて説明する。

３点に確定特異点を持つ最も一般的な微分方程式を紹介する。今、確定特異点の座標を z1, z2, z3

とし、zi (i = 1, 2, 3)における指数を αi, βiとする。対応する微分方程式は (6.1)で係数が以下の形
で書かれることがわかっている。

p(z) =
3∑

i=1

1− αi − βi
z − zi

(6.43)

q(z) =
1∏3

i=1(z − zi)

{
α1β1(z1 − z2)(z1 − z3)

z − z1
+
α2β2(z2 − z1)(z2 − z3)

z − z2
+
α3β3(z3 − z1)(z3 − z2)

z − z3

}
(6.44)

この微分方程式で z = ∞が特異点でないという条件をおくと指数についての条件
3∑

i=1

(αi + βi) = 1 (6.45)

という条件が得られる。RiemannのP関数とはこの方程式の解全般を指し

P


z1 z2 z3

α1 α2 α3

β1 β2 β3

, z

 (6.46)

と書かれる。超幾何関数の場合に同じ方程式に６通りの解 (6.36–6.42)があったことを思い出すと、
P関数 (6.46)は特定の関数を表すというよりは対応する方程式を表すと考えるべきであろう。超幾
何微分方程式 (6.27)は (6.46)の記法では

P


0 1 ∞
0 0 a

1− c c− a− b b

, z

 (6.47)

RiemannのPの性質として以下の２点が挙げられる。
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(a) 指数の変更

(
z − z1
z − z2

)k (
z − z3
z − z2

)ℓ

P


z1 z2 z3

α1 α2 α3

β1 β2 β3

, z

 = P


z1 z2 z3

α1 + k α2 − k − ℓ α3 + ℓ

β1 + k β2 − k − ℓ β3 + ℓ

, z


(6.48)

この方程式は「左辺で示されるような指数を持つ微分方程式の解に左辺のファクターをかけた
関数が満たすべき微分方程式は右辺の指数で記述されているものである」と解釈される。そ
れぞれの級数解に左辺のファクターをかけると指数が変化することは容易に理解できる。ま
た、左辺のファクターは無限遠点での指数を変えないようなものに限定されることに注意。

(b) 一次分数変換の元での不変性 :

一次分数変換

z → z′ =
Az +B

Cz +D
, zi → z′i =

Azi +B

CzI +D
, (i = 1, 2, 3) (6.49)

に対して

P


z1 z2 z3

α1 α2 α3

β1 β2 β3

, z

 = P


z′1 z′2 z′3

α1 α2 α3

β1 β2 β3

, z′

 (6.50)

この方程式は、(6.1, 6.43, 6.44)で指定される微分方程式は一次分数変換の元でその形を変え
ない、ということを表している。

(c) ai ↔ biの元でP関数は変化しない。これはこれらの変換のもとで微分方程式が変わらないこ
とから明らかである。

(d) P 関数は引数の３つの列の入れ替えのもとで不変。これは各点における指数が列全体を入れ
替えると不変であることから明らか。

これらの性質を用いると

1. P 関数は５つ（６つのパラメータ αi, βi-1つの制約条件 (6.45)で自由度が５個になる)、一方
超幾何関数のパラメータは３個であるが (a)の自由度によりパラメータのうち２つは調整可能
で独立なパラメータ数は両方で等しい。

2. 一次分数変換
z′ =

(z2 − z3)(z − z1)

(z2 − z1)(z − z3)
(6.51)

の元で z1, z2, z3は 0, 1,∞に写像される。

79



これから超幾何関数 2F1はP関数と比べると少ないパラメータで記述されるが、一般のPを超幾何
関数から出発してこれらの変換を用いて書き表すことができることを示している。

また、これらの性質より超幾何微分方程式 (6.27)が (6.36-6.42)のような６通りの解が存在する
ことも容易に理解できる。例えば (6.36)と (6.37)が同じ方程式の解であることは (6.47)の対応を用
いて

z1−c
2F1(1− c+ a, 1− c+ b; 2− c; z) ∼ z1−cP


0 1 ∞
0 0 1− c+ a

c− 1 c− a− b 1− c+ b

, z


= P


0 1 ∞

1− c 0 a

0 c− a− b b

, z


のように示すことができる。また (6.38)が同じ微分方程式を満たすことは

2F1(a, b; a+ b− c+ 1; z) ∼ P


0 1 ∞
0 0 a

c− a− b 1− c b

, 1− z


= P


1 0 ∞
0 0 a

1− c c− a− b b

, z


となることから理解できる。他の 3つの組み合わせについても同様に議論できるので確認してほ
しい。

6.3.2 特異点の合流

この節では合流型超幾何関数 (6.22)が超幾何関数 (6.18)より特異点の合流というプロセスで得ら
れることを解説する。これは (6.22)の名前の由来を表すと同時に、特異点の合流により真性特異点
がどのように現れるのかを理解するのに必要である。

まず、超幾何関数に行く前に一般に確定特異点の合流で何が生じるかを理解したいと思う。簡単
のため２点に確定特異点がある方程式の解として

u(z) =

(
z − a

z − b

)α

(6.52)
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について考察する。この関数において z = a, bが確定特異点の座標である。まず、ナイーブにこの
二つの特異点が一致する極限 b→ aを考える。この時

u(z) → 1

となり、自明な関数が得られる、すなわち確定特異点を単に合流すると単に確定特異点が得られる
だけであり新しい状況は生じない。一方で b = a + ϵで ϵ → 0のように動かすと同時に α = k/ϵの
ように指数を無限大にすると

lim
ϵ→0

(
z − a

z − a− ϵ

) k
ϵ

= lim
ϵ→0

(
1 +

ϵ

z − a

)k/ϵ

= e
k

z−a (6.53)

となり、z = aに真性特異点が出現する。

超幾何関数 (6.18)から合流型超幾何関数 (6.22)を得るときは同様な極限をとる。つまり、

1F1(a; c; z) = lim
b→∞

2F1(a, b+ c; c;
z

c
) (6.54)

= lim
b→∞

P


0 b ∞
0 0 a

1− c −a− b c+ b

, z

 (6.55)

つまり２番目の特異点である z = bを無限遠に近づけると同時に対応する指数を無限大にしている
(指数が bを含んでいることに注意。)

この極限操作を微分方程式のレベルで行うと、超幾何微分方程式で対応する変数変換を行なった
もの

z(1− z/b)
d2u

dz2
+
{
c− (a+ b+ c+ 1)

z

b

} du
dz

− a
(
1 +

c

b

)
u = 0

で b→ ∞の極限を取ることにより合流型超幾何関数に対する微分方程式が得られる

z
d2u

dz2
+ (c− z)

du

dz
− au = 0 (6.56)

特異点の合流により得られることから (6.56)の解は一般には z = ∞で真性特異点を持つことが
予想できる。実際w = 1/z の変数変換を行うとwに対する微分方程式は

d2u

dw2
+

(
2− c

w
+

1

w2

)
du

dw
− a

w2
u = 0 (6.57)

のように書き換えられるが w = 0が確定特異点にならないことが p̃(w)に２次の極があることによ
り確認できる。

この方程式は形式的な級数展開の解も持っており u = wρ
∑∞

n=0 anw
nとおいてwの各冪の係数を

ゼロと置くことにより

u1(z) ∼ z−a

∞∑
n=0

(a)n(a− c+ 1)n
n!

(−1/z)n = z−a
2F0(a, a− c+ 1; ;−1/z) (6.58)
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のような一般化された超幾何関数の形の解が得られる。この和は収束領域がないため漸近展開とな
ることに注意する。一方で２番目の解は

u2(z) ∼ za−cez2F0(1− a, c− a; ; 1/z) (6.59)

という形の解を持つ。これを証明するには u = ezv, z = −ζといて微分方程式を書き換えると

ζ
d2v

dζ2
+ (c− ζ)

dv

dζ
+ (a− c)v = 0 (6.60)

のように書き換えられるが、これは (6.22)において c→ c, a→ c− aと書き換えたものに対応する
ことから示すことができる。u2は明らかに z = ∞に真性特異点を有しており、特異点の合流から
の予想が示されている。

6.4 超幾何関数の積分表示
超幾何微分方程式 (6.27)を以下の形に書く。

Lz[u] = 0, Lz = z(1− z)
d2

dz2
+ {c− (a+ b+ 1)z} d

dz
− ab (6.61)

以下では次のような積分形で微分方程式 (6.61)の解を求める。

u(z) =

∫
C

(z − ζ)λv(ζ)dζ (6.62)

ここで v(ζ), λ、積分路 C については上の形で書いた u(z)が (6.61)の解になるように選ぶ。(6.62)

は一種の積分変換であり Euler変換と呼ばれる。積分内で zに依存するのは (z − ζ)λの部分だけな
ので Lzの作用を以下のように評価する。

Lz[u] =

∫
C

Lz[(z − ζ)λ]v(ζ)dζ

Lz[(z − ζ)λ] = λ(λ− 1)z(1− z)(z − ζ)λ

+ {c− (a+ b+ 1)z}λ(z − ζ)λ−1 − ab(z − ζ)λ

= −(λ+ a)(λ+ b)(z − ζ)λ

+ λ(λ− 1 + c− ζ(a+ b+ 2λ− 1))(z − ζ)λ−1 + λ(λ− 1)ζ(1− ζ)(z − ζ)λ−2

=

{
−(λ+ a)(λ+ b)− (λ− 1 + c− ζ(a+ b+ 2λ− 1))

∂

∂ζ
+ ζ(1− ζ)

∂2

∂ζ2

}
(z − ζ)λ

ここで
λ = −b (6.63)
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と置くと最後の行、括弧内の第１項が消え

=

{
−(c− b− 1− ζ(a− b− 1))

∂

∂ζ
+ ζ(1− ζ)

∂2

∂ζ2

}
(z − ζ)−b = (•)

となる。Lz[u]の評価に戻り

Lz[u] =

∫
C

(•)v(ζ)dζ

第二項を１回部分積分

= ζ(1− ζ)v(ζ)
∂

∂ζ
(z − ζ)−b

∣∣∣∣
∂C

(⋆)

−
∫
C

[
(c− b− 1− ζ(a− b+ 1))v(ζ) +

∂

∂ζ
(ζ(1− ζ)v(ζ))

]
·

· ∂
∂ζ

(z − ζ)−bdζ (⋆⋆)

まず (⋆⋆)を消すように v(ζ)を選ぶ。つまり以下の微分方程式を要求する。
∂

∂ζ
{ζ(1− ζ)v(ζ)}+ (c− b− 1− ζ(a− b− 1)) v(ζ) = 0

ここで ζ(1− ζ)v(ζ) = f(ζ)と置くと f に対する微分方程式は
∂f

∂ζ
= −c− b− 1− ζ(a− b− 1)

ζ(1− ζ)
f = −

(
c− b− 1

ζ
+
c− a

1− ζ

)
f

これは求積法で解が得られ、
f = ζ−c+b+1(1− zeta)c−a

すなわち
v(ζ) = ζb−c(1− ζ)c−a−1 (6.64)

のように v(ζ)が定まった。

最後に部分積分の境界項 (⋆)をゼロにするためには

ζ−c+b+1(1− ζ)c−a(z − ζ)−b−1
∣∣
∂C

= 0 (6.65)

となるようにCを選べば良いことになる。

以上をまとめると超幾何微分方程式 (6.61)の解は以下の形になることが理解された。

超幾何微分方程式の解の積分形� �
積分変数の取り方により２通りの積分形が得られる。

u(z) =

∫
C

ζb−c(1− ζ)c−a−1(z − ζ)−bdζ (6.66)

∝
∫
C′
ηa−1(1− η)c−a−1(1− ηz)−bdη (6.67)

� �
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2行目の表示は積分変数を ζから η = 1
ζ
に変更し

u(z) =

∫
C′
ζc−b(1− 1

ζ
)c−a−1(z − 1

ζ
)−b

(
−dζ
ζ2

)
(6.68)

この表式を整理して得られた。２番目の表示での境界条件は以下のようになる。

ηa(1− η)c−a(1− ηz)−b−1
∣∣
∂C

= 0 (6.69)

級数解との対応 ２番目の表示でC ′ = [0, 1]とし、境界条件を満たすためにRe(a) > 0, Re(c−a) > 0

を要請する。
u(z) =

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−1(1− ηz)−bdη (6.70)

被積分関数は ηの多価関数になっているのに注意。ここでは実軸上の η ∈ [0, 1]に対して arg(η) =

arg(1− η) = 0となるようにして、多価関数の位相を固定する。Taylor展開

(1− ηz)−b =
∞∑
n=0

(−b)(−b− 1) · · · (−b− n+ 1)

n!
(−ηz)n =

∞∑
n=0

(b)n
n!

(ηz)n (6.71)

を用いて被積分関数を展開する。

u(z) =

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−1

∞∑
n=0

(b)n
n!

znηndη

=
∞∑
n=0

(b)n
n!

zn
∫ 1

0

ηa+n−1(1− ηc−a−1)dη

積分はベータ関数B(a+ n, c− a)を与える。ガンマ関数で書き換える

=
∞∑
n=0

(b)n
n!

zn
Γ(a+ n)Γ(c− a)

Γ(c+ n)

=
Γ(a)Γ(c− a)

Γ(c)

∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn

=
Γ(a)Γ(c− a)

Γ(c)
2F1(a, b; c; z)

これから以下の公式が得られた。
超幾何関数の積分表示� �

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−1(1− ηz)−bdη (6.72)

� �
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超幾何関数の特殊値 積分公式 (6.72)で z = 1と置くことにより超幾何関数の特殊値が得られる。

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
(6.73)

証明）

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−b−1dη

=
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)
B(a, c− b− a)

ベータ関数をガンマ関数で書き換えると求める式が得られる。

2F1(a, b; c; 1)のような無限和は積分形を用いて初めて値の評価が可能となることに注意する。積
分公式の利点の一つはこのような無限和の評価を可能にする点にある。

合流型超幾何関数の積分表示 積分公式 (6.72)で特異点の合流極限を取ると合流型超幾何関数の積
分表示が得られる。

1F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−1eηzdη (6.74)

証明）

lim
b→∞

2F1(a, b+ c; c; z/b) = lim
b→∞

Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0

ηa−1(1− η)c−a−1(1− ηz/b)−b−cdη

この表式で以下の極限を取る。
lim
b→∞

(
1− ηz

b

)−b−c

= eηz

Legendre多項式への応用：第二種Legendre関数について 積分公式のもう一つの利点はBessel

関数のところでも示したように積分路を別のものに取り替えることにより一時独立な第二の解を導
くことができる点である。このことを示すため Legendre関数を例に取り解説する。

Legendre多項式と超幾何関数との関係は (6.20)で与えた。これらから Legendre関数の積分公式
が次のように得られる。

Pn(x) ∼
∫
C

ζn(1− ζ)n
(
1− z

2
− ζ

)
dζ

ζ =
1− ξ

2
と積分変数を変更

=

∫
C′
(1− ξ2)n(z − ξ)−n−1dξ
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この表式で C ′ = Czと置くと母関数表示の際に用いた (3.56)で ρ = 1, Q = 1 − x2とおいた表式と
一致する。規格化因子も含めると

Pn(x) =
1

2n2πi

∮
Cx

(ζ2 − 1)2

(ζ − x)n+1
dζ (6.75)

積分表示では積分路を変えると１次独立な別の解の定義を与えることが可能となる。そのような例
として第二種Legendre関数を取り上げる。定義は
第二種 Legendre関数� �

Qn(x) =
1

2n+1

∫ 1

−1

(1− ζ2)n(z − ζ)−n−1dζ (6.76)

この関数は Legendreの微分方程式 (3.18)を満たすもう一つの解を与える。� �
n = 0, 1などについてはQnの具体的な表式を求めることができる。

Q0 =
1

2
log

z + 1

z − 1
, Q1 =

z

2
log

z + 1

z − 1
, · · · (6.77)

第二種 Lengendre関数のTaylor展開は超幾何関数を用いて記述可能である。

Qn(z) =
1

2n+1zn+1

∫ 1

−1

(1− ζ2)n(1− ζ

z
)−n−1dζ

第二項を Taylor展開。各項がベータ関数積分になる

=
π1/2Γ(n+ 1)

2n+1Γ(n+ 3/2)

1

zn+1 2
F1

(
n+ 1

2
,
n

2
+ 1;n+

3

2
; z−2

)

6.5 超幾何関数の接続公式
すでに述べたように超幾何微分方程式 (6.27)の６種類の解 (6.36-6.42)のうち独立なものは２つま
でで残りの表式はその二つを用いてかけるはずである。多くの関係式が存在するが、ここでは基本
的な関係式とその照明を与える。

z = 0周りの解と z = 1周りの解の関係

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
2F1(a, b; 1 + a+ b− c; 1− z)

+
Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
(1− z)c−a−b

2F1(c− b, c− a; 1 + c− a− b; 1− z) (6.78)
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z = 0周りの解と z = ∞周りの解の関係

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(b− a)

Γ(b)Γ(c− b)
(−z)−a

2F1(a, 1 + a− c; 1 + a− b; 1/z)

+
Γ(c)Γ(a− b)

Γ(a)Γ(c− b)
(−z)−b

2F1(b, 1 + b− c; 1 + b− a; 1/z) (6.79)

(6.78)の証明 まず z − 1の周りで定義された２つの関数が常微分方程式 (6.27)の独立な２つの解
を与えていることから

2F1(a, b; c; z) = A 2F1(a, b; 1 + a+ b− c; 1− z)

+B (1− z)c−a−b
2F1(c− b, c− a; 1 + c− a− b; 1− z)

ここでRe(c− a− b) > 0として z = 1と置くと

A = F (a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

が得られる。次にRe(1− c) > 0を仮定して両辺で z → 0の極限を取ると

1 = A
Γ(1− c)Γ(1 + a+ b− c)

Γ(b− c+ 1)Γ(a− c+ 1)
+B

Γ(1 + c− a− b)Γ(1− c)

Γ(1− a)Γ(1− b)

上で求めたAを代入。ガンマ関数の公式

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)

を用いると

B =
Γ(1− b)Γ(1− a)

Γ(1− c)Γ(1 + c− a− b)

{
1− Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

Γ(1− c)Γ(1− c+ a+ b)

Γ(b− c+ 1)Γ(a− c+ 1)

}
=

Γ(1− b)Γ(1− a)

Γ(1− c)Γ(1 + c− a− b)

{
1− sin π(c− a) sin π(c− b)

sin πc sin π(c− a− b)

}
=

Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)

{
1− sin π(c− a) sin π(c− b)

sin πc sin π(c− a− b)

}
sin πc sin π(a+ b− c)

sin πa sin πb

=
Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)

が導かれる。ここで３行目から４行目の変換は第二項と第三項の組み合わせが加法定理 sinA sinB =

1
2
(cos(A− B)− cos(A+B))により

sin πc sin π(a+ b− c)

sin πa sin πb
+

sin π(c− b) sin π(c− a)

sin πa sin πb
= 1

となることにより得られる。
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(6.79)の証明 接続公式の証明によく用いられる手法として以下の Barnesの積分を用いる方法が
ある。以下に簡単に説明する。(詳しい証明はWhittaker-Watsonの教科書 14.5節にあるので興味が
ある学生は参考にしてください)

Barnesの積分� �
IB =

1

2πi

∫ ∞i

−∞i

Γ(a+ s)Γ(b+ s)Γ(−s)
Γ(c+ s)

(−z)sds (6.80)

� �
を考える。まず被積分関数の極の位置を確認すると

• Γ(a+ s): s = −a− n (n = 0, 1, 2, · · · )

• Γ(b+ s): s = −b− n (n = 0, 1, 2, · · · )

• Γ(−s): s = n (n = 0, 1, 2, · · · )

この状況のもとで積分路は上端・下端はそれぞれ ±∞iとするが途中の経路を適宜変形して s =

−a− n,−b− nの極は全て積分路の左側、s = nの極は積分路の右側に来るように定義する。

(i)まず積分路の右側に∞iから−∞iに向かい適当な円周積分を補完して (6.80)を評価する。積分
路の保管をうまくやると円周積分が無視できることなどは上記教科書を参照すること。積分は竜数積
分となるが極は無限個、s = n (n = 0, 1, 2, · · · )にあり、ガンマ関数の振る舞い Γ(−s) ∼ (−1)n+1

n!
1

s−n

を用いると
IB = lim

N→∞

N∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)n!
zn =

Γ(a)Γ(b)

Γ(c)
2F1(a, b; c; z)

という評価ができる。

(ii) 同様の議論により積分路を左側に閉じさせることも可能でその場合 s = −a− n, s = −b− n

の極の留数を拾うことになる。つまり、

IB =
∞∑
n=0

(−1)n
Γ(a+ n)Γ(b− a− n)

n!Γ(c− a− n)
(−z)−a−n

+
∞∑
n=0

(−1)n
Γ(b+ n)Γ(a− b− n)

n!Γ(c− b− n)
(−z)−b−n

=
Γ(a)Γ(b− a)

Γ(c− a)
(−z)−a

2F1(a, 1− c+ a; 1− b+ a; z−1)

+
Γ(b)Γ(a− b)

Γ(c− b)
(−z)−b

2F1(b, 1− c+ b; 1− a+ b; z−1)
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IBの表式二つを比較すると (6.79)が得られる。なお、１行目から２行目に行く際には

Γ(b− a− n) =
π

Γ(1 + a+ n− b) sin π(b− a− n)

= (−1)n
π

sin π(b− a)Γ(1 + a− b)(a− b+ 1)n

= (−1)n
Γ(b− a)

(a− b+ 1)n

などの変形を用いた。
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