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【問題１】r̂ = (r̂1, r̂2, r̂3)と p̂ = (p̂1, p̂2, p̂3)の交換関係 [r̂j , p̂k] = iℏδjkを用いて、
Ĥ = p̂2/(2m)と L̂ = r̂× p̂ (L̂k =

∑
ℓm ϵkℓmr̂ℓp̂m) が次の交換関係をみたすことを示せ。

(1) [Ĥ, L̂2] = 0, (2) [Ĥ, L̂] = 0, (3) [L̂k, L̂ℓ] = iℏ
∑3

m=1 ϵkℓmL̂m.

【問題２】以下のことを示したい。� �
Â, B̂がエルミート演算子で、[Â, B̂] = 0とする。このとき、
Â, B̂の共通の固有ベクトルのセット

|n,m⟩ :

Â |n,m⟩ = an |n,m⟩
B̂ |n,m⟩ = bm |n,m⟩

があって、任意の Âの固有ベクトルは |n,m⟩の線形結合で表せる。— (⋆)� �
まず Âの固有値に縮退がない場合、以下のように示せる。

(i) 任意の Âの固有ベクトル |n⟩を考える。つまり Â |n⟩ = an |n⟩.

(ii) B̂ |n⟩というベクトルを考えると、

Â
(
B̂ |n⟩

)
= B̂Â |n⟩ = B̂an |n⟩ = an

(
B̂ |n⟩

)
よって B̂ |n⟩も Âの固有ベクトルであり、その固有値は anである。

(iii) Âの固有値には縮退がないと仮定したので、B̂ |n⟩ ∝ |n⟩.
適当な比例係数を置いて B̂ |n⟩ = bn |n⟩.

(iv) したがって Âの任意の固有ベクトル |n⟩は B̂の固有ベクトルにもなっている。
よって (⋆) が示せた。

問題： Âの固有値に縮退がある場合に (⋆) を示せ。

以上
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