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§ 0 はじめに （4/8～）

§ 0.1 自己紹介

浜口幸一 （時々「濱口」も使います）

▼ 専門：素粒子論＋初期宇宙も

▼ ９１６号室（いつでもどうぞ）

▼ hamaguchi@phys.s.u-tokyo.ac.jp（いつでもどうぞ）

§ 0.2 ウェブページ／予定／演習問題の配布について／成績

ウェブページ
（浜口幸一のページを検索→講義のページ→量子力学２のページ）

▼ レポートのアナウンス、

▼ 進行状況、など

予定
4/8, 4/15, 4/22,

5/1(木), 5/13, 5/20, 5/27

6/3, 6/10, 6/17, [6/24は休講]

7/1, 7/8, 7/15, 7/22 (期末試験)

9/2 (補講・成績と関係ナシ、オマケ)

１３コマ＋期末試験＋オマケの補講
演習問題の配布
講義の終わりに「物理学演習 III（量子力学）」の問題を配布します。
履修していない学生も、挑戦しましょう。
時々、演習で示した（示す）結果を講義で用いることがあります。
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§ 0.3 おさらい

いくつかおさらい （リラックスして聞いてて下さい。）

(i) 古典論から量子論は導けない

量子論� �
古典論� �

� �� �
(ii) Shrödinger eq.

iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = Ĥψ(x, t) (1)

・・・§ 2 では３次元に拡張して ψ(x⃗, t) = ψ(x, y, z, t)とする。

(iii) エネルギー固有状態 = 定常状態

あるハミルトニアン Ĥ（例えば Ĥ = −ℏ2
2m

∂2

∂x2 + V (x)）に対して、
固有値と固有状態が求まったとする。� �

Ĥφ(x) = Eφ(x) (2)

ハミルトニアンの固有値
=エネルギー固有値

固有関数
6 @@I

� �
すると

ψ(x, t) = exp

(
−iEt
ℏ

)
φ(x)

は Shrödinger eq.(1)の解であり、確率分布

|ψ(x, t)|2 = |φ(x)|2

が時間 tによらない（定常状態）。この講義ではしばらくはコレを考える。
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(iv) ブラケット
▼ 状態ベクトル |α⟩

▼ 内積 ⟨α|β⟩ ∈ C

– || |α⟩ ||2 = ⟨α|α⟩ ≥ 0 （⟨α|α⟩ = 0⇐⇒ |α⟩ = 0）

– ⟨α|pβ + qγ⟩ = p⟨α|β⟩+ q⟨α|γ⟩ for p, q ∈ C

– ⟨α|β⟩ = ⟨β|α⟩∗

▼ 演算子 Â・・・Â |α⟩も状態ベクトル

|α⟩が Âの固有ベクトル：Â |α⟩ = a |α⟩
（状態）

固有値
@I( )

▼ 共役演算子 Â†：⟨α|Â†|β⟩ = ⟨β|Â|α⟩∗

▼ 自己共役演算子（エルミート共役演算子）Â† = Â・・・固有値が実

3



(v) 座標表示とブラ・ケット表示 この２つを行ったり来たり出来るか？

座標表示 （関係式） ブラケット表示
具体的 抽象的

xとその微分 なんか演算子とブラケット
で書かれている で書かれている

状態 波動関数 φn(x) φn(x) = ⟨x|n⟩ ケット |n⟩
x̂ |x⟩ = x |x⟩

位置演算子 x̂ = x x̂は x̂

運動量演算子 p̂ =
ℏ
i

∂

∂x

ℏ
i

∂

∂x
⟨x|n⟩ = ⟨x|p̂|n⟩ p̂は p̂

(⋆1)（コレ、導ける？） （仮定は [x̂, p̂] = iℏだけ。）
エネルギー固有状態 Ĥφn(x) = Enφn(x) (⋆2) Ĥ |n⟩ = En |n⟩ (⋆3)

例えば最後の段は、(⋆3)からスタートすると(
p̂2

2m
+ V (x̂)

)
|n⟩ = En |n⟩

⟨x|
(
p̂2

2m
+ V (x̂)

)
|n⟩ = ⟨x|En|n⟩

=
1

2m
⟨x|p̂2|n⟩+ ⟨x|V (x̂)|n⟩ = En⟨x|n⟩

(⋆1) =
1

2m

(
ℏ
i

∂

∂x

)2

⟨x|n⟩+ V (x)⟨x|n⟩

=

(
−ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

)
φn(x) = Enφn(x) (3)

と (⋆2)にたどり着ける。
この辺が不安な人は今日の演習問題をしっかり復習！。

例えば調和振動子 V (x) = (1/2)mω2x2では

▼ φn(x)・・・なんかエルミート多項式で書かれている

▼ |n⟩・・・なんか生成演算子で書かれてる

って習ったよね？（習った？）
上の関係式を用いてこれらを行き来出来るか？？
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§ 0.4 可換な演算子の固有状態

以下が成立する。� �
Â, B̂がエルミート演算子で、[Â, B̂] = 0とする。このとき、
Â, B̂の共通の固有ベクトルのセット

|n,m, k⟩ :

{
Â |n,m, k⟩ = an |n,m, k⟩
B̂ |n,m, k⟩ = bm |n,m, k⟩

があって、任意の Âの固有ベクトルは |n,m, k⟩の線形結合で表せる。
（ラベル kはあってもなくても良い。）� �
証明

→ 第一回レポート

どう使う？？

▼ 角運動量演算子、[L̂2, L̂i] = 0 （L̂は角運動量）→ § 1.1

▼ 球対称ポテンシャル V = V (r)のとき、[Ĥ, L̂] = 0 → § 2.2

§ 0.5 ３次元空間の量子力学

§ 1、§ 2では主に３次元空間の量子力学を扱う。

r̂ = (x̂, ŷ, ẑ) = (x̂1, x̂2, x̂3)

p̂ = (p̂x, p̂y, p̂z) = (p̂1, p̂2, p̂3)

交換関係は
[x̂j, p̂k] = iℏ δjk
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2014年度夏学期　量子力学 II （浜口）第１回レポート：4/8(火)出題

• 締切：2014年５／９（金）１７：００

• 提出先：物理教務（理学部１号館 208号室）入口横　レポートボックス

• レポートには科目名、氏名、学籍番号、学年を明記し提出する事。

• 成績は、２回のレポートと期末試験（7/22（火）予定）の結果を総合して評価する。
レポートは以下の講義のウェブページでも公開している。
http://www-hep.phys.s.u-tokyo.ac.jp/~hama/lectures/lecture.html

【問題１】以下のことを示したい。� �
Â, B̂がエルミート演算子で、[Â, B̂] = 0とする。このとき、
Â, B̂の共通の固有ベクトルのセット

|n,m⟩ :

Â |n,m⟩ = an |n,m⟩
B̂ |n,m⟩ = bm |n,m⟩

があって、任意の Âの固有ベクトルは |n,m⟩の線形結合で表せる。— (⋆)� �
まず Âの固有値に縮退がない場合、以下のように示せる。

(i) 任意の Âの固有ベクトル |n⟩を考える。つまり Â |n⟩ = an |n⟩.

(ii) B̂ |n⟩というベクトルを考えると、

Â
(
B̂ |n⟩

)
= B̂Â |n⟩ = B̂an |n⟩ = an

(
B̂ |n⟩

)
よって B̂ |n⟩も Âの固有ベクトルであり、その固有値は anである。

(iii) Âの固有値には縮退がないと仮定したので、B̂ |n⟩ ∝ |n⟩.
適当な比例係数を置いて B̂ |n⟩ = bn |n⟩.

(iv) したがって Âの任意の固有ベクトル |n⟩は B̂の固有ベクトルにもなっている。
よって (⋆) が示せた。

問題： Âの固有値に縮退がある場合に (⋆) を示せ。

【問題２】

【2-1】量子力学に関する問題を一つ書け。

【2-2】[2-1]の問題に答えよ。

以上

1
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§ 1 角運動量

§ 1.1 軌道角運動量

§ 1.1.1 定義

▼ 古典
L = r× p Li = ϵijkrjpk

▼ 量子� �
L̂ = r̂× p̂ L̂i = ϵijkr̂j p̂k =


L̂x = ŷp̂z − ẑp̂y
L̂y = ẑp̂x − x̂p̂z
L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x� �

Comments

1. ϵjkℓ =


+1 (jkℓ = 123, 231, 312)

−1 (jkℓ = 132, 321, 213)

0 (otherwise)

2. ϵijkrjpk =
∑3

j,k=1 ϵijkrjpk （繰り返しの添字は和を取る。）

3. エルミート演算子である. (L̂†
x = (ŷp̂z−ẑp̂y)† = p̂zŷ−p̂yẑ = L̂x)

▼ 座標表示すると

L̂ = r̂× (−iℏ)∇ =



L̂x = −iℏ
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
L̂y = −iℏ

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
L̂z = −iℏ

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
Comments

1. 極座標表示も出来る（→演習 No.1。(x, y, z)→ (r, θ, ϕ)）

2. 以下の議論はほとんど座標表示を用いなくても
（交換関係 [r̂j, p̂k] = iℏδjkさえ成立すれば）成立する。
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§ 1.1.2 全角運動量� �
L̂2 = L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z� �
極座標表示で表すと

L̂2 = (−ℏ2)
(
∂2

∂θ2
+

1

tan θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
（→演習No.1）
( )

§ 1.1.3 交換関係 (～4/8)� �
[L̂j, L̂k] = iℏϵjkℓL̂ℓ ・・・L̂xと L̂yは交換しない！！

[L̂2, L̂j] = 0� �
(check) [L̂x, L̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z]

= [ŷp̂z, ẑp̂x]− [ŷp̂z, x̂p̂z]− [ẑp̂y, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z]

= −iℏ ŷp̂x − 0− 0 + iℏ p̂yx̂
= iℏL̂z

[L̂2, Lj] = L̂k[L̂k, L̂j] + [L̂k, L̂j]L̂k

= L̂k · iℏϵkjmL̂m + iℏϵkjmL̂m · L̂k

= 0

2014. 4. 8 ここまで
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2014. 4. 15

前回のあらすじ
§ 0.4 [A,B] = 0のとき・・・
§ 1 角運動量
§ 1.1 軌道角運動量
§ 1.1.1 L = r × p
§ 1.1.2 L2

§ 1.1.3 [Li, Lj]

今日ここから

§ 1.1.4 球対称ポテンシャルのとき、ハミルトニアンと可換（4/15～）

� �
[L̂j, Ĥ] = 0 （球対称ポテンシャル）

[L̂2, Ĥ] = 0 （球対称ポテンシャル）� �
§ 2.2であらためてやる。（→ 証明は演習 No.1。）
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§ 1.2 角運動量演算子の固有状態

ここでは
[L̂j, L̂k] = iℏϵjkℓL̂ℓ −−− (⋆)

だけを出発点に、L̂の固有状態を考える。（ちょい長い。step 0～step 7）

step 0 実は、交換関係 (⋆)をみたす演算子は L̂ = r̂× p̂以外にもある。
（例えばスピン演算子→§ 1.5）

交換関係 (⋆)をみたす演算子を一般に Ĵ と書いておく。出発点は� �
Ĵa (a = 1, 2, 3) エルミート演算子

[Ĵa, Ĵb] = iℏϵabcĴc −−− (1)� �
これだけを仮定する。

step 1 Ĵa = ℏĵaと書くと、(1)は� �
[ĵa, ĵb] = iϵabcĵc −−− (1)′� �

となる。� �
ĵ± = ĵ1 ± iĵ2

ĵ2 = ĵ21 + ĵ22 + ĵ23� �
と定義すると、以下が示せる（複合同順）

[ĵ2, ĵ3] = [ĵ2, ĵ±] = 0−−− (2)

[ĵ3, ĵ±] = ±ĵ± −−− (3)

ĵ2 = ĵ23 +
1

2
(ĵ+ĵ− + ĵ−ĵ+)

= ĵ3(ĵ3 + 1) + ĵ−ĵ+

= ĵ3(ĵ3 − 1) + ĵ+ĵ− −−− (4)

10



計算はカンタン。各自やること

step 2 (2) より [ĵ2, ĵ3] = 0なので、§ 0.4の結果より、
ĵ2と ĵ3の任意の固有ベクトルは ĵ2と ĵ3に共通の固有ベクトルのセット

|λ, µ, k⟩ :

{
ĵ2 |λ, µ, k⟩ = λ |λ, µ, k⟩
ĵ3 |λ, µ, k⟩ = µ |λ, µ, k⟩

の線形結合で書ける。kは他の自由度（例えばエネルギー）。以下省略。
また、規格直交化されているとして

⟨λ′, µ′|λ, µ⟩ = δλλ′δµµ′

step 3 (4)より、任意の |λ, µ⟩に対して

⟨λ, µ|ĵ2|λ, µ⟩ = ⟨λ, µ|
(
ĵ23 +

1

2
ĵ+ĵ− +

1

2
ĵ−ĵ+

)
|λ, µ⟩

∴ λ = µ2 +
1

2
||ĵ− |λ, µ⟩ ||2 +

1

2
||ĵ+ |λ, µ⟩ ||2 ≥ µ2

よって {
λ ≥ 0

−
√
λ ≤ µ ≤

√
λ

step 4 任意の |λ, µ⟩に対して、ĵ± |λ, µ⟩を考えると

ĵ2
(
ĵ± |λ, µ⟩

)
= ĵ±ĵ

2 |λ, µ⟩ (← (2))

= λ
(
ĵ± |λ, µ⟩

)
ĵ3

(
ĵ± |λ, µ⟩

)
= ĵ±(ĵ3 ± 1) |λ, µ⟩ (← (3))

= (µ± 1)
(
ĵ± |λ, µ⟩

)
より、ĵ± |λ, µ⟩は ĵ2と ĵ3の同時固有ベクトルで、

ĵ± |λ, µ⟩ ∝ |λ, µ± 1⟩

11



6
ĵ3の固有値

µ− 1

µ

µ+ 1

—

—

—

|λ, µ− 1⟩

|λ, µ⟩：出発点

|λ, µ+ 1⟩
6

?

6

?

ĵ+

ĵ−

}
}

n+回

n−回

step 5 step 3 より、ĵ3の固有値は上限、下限がある。それを{
µmax = µ+ n+ (≤

√
λ)

µmin = µ− n− (≥ −
√
λ)

とおくと
ĵ+ |λ, µmax⟩ = 0−−− (5)

ĵ− |λ, µmin⟩ = 0−−− (6)

(4)(5)より

⟨λ, µmax|ĵ2|λ, µmax⟩ = ⟨λ, µmax|

(
ĵ3(ĵ3 + 1) + ĵ−

→0

ĵ+

)
|λ, µmax⟩

∴ λ = µmax(µmax + 1)−−− (7)

同様に (4)(6)より

λ = µmin(µmin − 1)−−− (8)

(7)− (8)より
(µmax + µmin)(µmax − µmin + 1︸ ︷︷ ︸

>0

) = 0

∴ µmax = −µmin

一方
µmax = µmin + n+ + n−︸ ︷︷ ︸

≡ n：整数 (≥0)

だったので、結局 {
µmax =

n
2
= −µmin

λ = n
2

(
n
2
+ 1
)
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step 6 まとめると、

[Ĵa, Ĵb] = iℏϵabcĴc −−− (1)

をみたすエルミート演算子 Ĵaに対して、Ĵ2と Ĵ3の同時固有ベクトルの
セットがとれて、� �

Ĵ2 |j,m⟩ = j(j + 1)ℏ2 |j,m⟩
Ĵ3 |j,m⟩ = mℏ |j,m⟩

ただし

j =
n

2
= 0,

1

2
, 1,

3

2
, · · ·

m = −j,−j + 1, · · · j − 1, j︸ ︷︷ ︸
(2j+1)個� �

jは整数と半整数の値を取れる。

step 7 規格化
⟨j,m|j′,m′⟩ = δjj′δmm′

一方 step 4 より
Ĵ± |j,m⟩ ∝ |j,m± 1⟩

比例係数は？？

||ĵ± |j,m⟩ ||2 = ⟨j,m|ĵ∓ĵ±|j,m⟩

= ⟨j,m|
(
ĵ2 − ĵ3(ĵ3 ± 1)

)
|j,m⟩ (← (4))

= (j(j + 1)−m(m± 1)) ⟨j,m|j,m⟩︸ ︷︷ ︸
1

∴ Ĵ± |j,m⟩ =
√
j(j + 1)−m(m± 1)ℏ |j,m± 1⟩

(phase factor は定義に吸収)
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§ 1.3 軌道角運動量の固有状態を座標表示すると

球面調和関数 （～4/15、4/22～）

▼ § 1.2では一般の Ĵ でやった。（[Ĵ , Ĵ ] = iℏϵĴ ]のみ仮定）

→ L̂ = r̂× p̂に戻る。

▼ § 1.2の結果より L̂2と L̂3の固有ベクトルは

L̂2 |ℓ,m⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ |ℓ,m⟩ ℓ = 0, 1, 2 · · · or 1
2
, 3
2
, · · ·

L̂3 |ℓ,m⟩ = mℏ |ℓ,m⟩ m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · ℓ− 1, ℓ
(1)

▼ |ℓ,m⟩を座標表示すると？？
|r⟩ = |x1, x2, x3⟩を r̂ = (x̂1, x̂2, x̂3)の固有ケットとする。
（x̂i |r⟩ = xi |r⟩ for i = 1, 2, 3。）以下を定義する。

⟨r|ℓ,m⟩ ≡ φℓ,m(r)

(1)の左から ⟨r|をかけると

⟨r|L̂2|ℓ,m⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2⟨r|ℓ,m⟩ (2)

⟨r|L̂3|ℓ,m⟩ = mℏ⟨r|ℓ,m⟩ (3)

(3)の左辺は

⟨r|L̂3|ℓ,m⟩ = ⟨r|x̂p̂y − ŷp̂x|ℓ,m⟩

=

(
x
ℏ
i

∂

∂y
− yℏ

i

∂

∂x

)
⟨r|ℓ,m⟩

(
∵ ⟨r|p̂j|α⟩ =

ℏ
i

∂

∂xj
⟨r|α⟩

)

= −iℏ ∂

∂ϕ
⟨r|ℓ,m⟩

球座標表示：

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ


(4)

同様に (2)の左辺は

⟨r|L̂2|ℓ,m⟩ = (−ℏ2)
(
∂2

∂θ2
+

1

tan θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
︸ ︷︷ ︸

≡Ω̂(θ,ϕ)

⟨r|ℓ,m⟩ (5)
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(2) (3) (4) (5) より φℓ,m(r) = ⟨r|ℓ,m⟩は

Ω̂(θ, ϕ)φℓ,m(r) = −ℓ(ℓ+ 1)φℓ,m(r) (6)

∂

∂ϕ
φℓ,m(r) = imφℓ,m(r) (7)

これ・・・見覚えがある（はず）！！

(6) (7) の解は

φℓ,m(r) = φℓ,m(r, θ, ϕ)

∝ Yℓ,m(θ, ϕ)

����������9

▼ 球面調和関数 Yℓ,m(θ, ϕ)

（・・・参考：物理数学２ by 立川さん + 演習 No.2）

2014. 4. 15 ここまで
2014. 4. 22

前回のあらすじ
§ 1.2 [J, J ] = iϵℏJ のときの J2, J3の固有状態は |j,m⟩
§ 1.3 J = L = r × pのとき、⟨r|ℓ,m⟩ ∝ Yℓm(r)：球面調和関数
今日ここから

▼

� �
Yℓ,m(θ, ϕ) ≡ Nℓ,mP

m
ℓ (cos θ)eimϕ

{
ℓ = 0, 1, 2, · · ·
m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · ℓ− 1, ℓ

Nℓ,m = (−1)m
√

2ℓ+ 1

4π

(ℓ−m)!

(ℓ+m)!

Pm
ℓ (x) =

1

2ℓℓ!
(1− x2)m/2 d

ℓ+m

dxℓ+m
(x2 − 1)ℓ：ルジャンドル陪関数� �

（注：文献によって少し違う定義もある。（|m|を用いたものなど。）。）
（図をウェブページに載せたので見てみて下さい。）
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性質 L̂2の固有関数：　 Ω̂(θ, ϕ)Yℓ,m(θ, ϕ) = −ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m(θ, ϕ)

L̂3の固有関数：　
∂

∂ϕ
Yℓ,m(θ, ϕ) = imYℓ,m(θ, ϕ)

正規直交性：　
∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕYℓ,m(θ, ϕ)Y
∗
ℓ′,m′(θ, ϕ) = δℓℓ′δmm′

完全性：　
∞∑
ℓ=0

∞∑
m=−∞

Yℓ,m(θ, ϕ)Y
∗
ℓ,m(θ

′, ϕ′) = δ(cos θ − cos θ′)δ(ϕ− ϕ′)

具体形 Y0,0 =
1√
4π

Y1,0 =

√
3

4π
cos θ Y1,±1 = ±

√
3

8π
sin θe±iϕ · · ·

▼ 話を元に戻すと・・・

⟨r|ℓ,m⟩ = φℓ,m(r)

= φℓ,m(r, θ, ϕ) ∝ Yℓ,m(θ, ϕ)

Comments

1. Yℓ,mの ℓ,mは整数

§ 1.2の一般の Ĵ では |j,m⟩の jは 1
2
, 3
2
· · · でもよかったはず。

どこが一般の場合と違う？

→ L̂ = r̂× p̂の場合には、固有関数の一価性

φ(r, θ, ϕ+ 2π) = φ(r, θ, ϕ)

より ϕ方向の依存性が eimϕ（m =整数）と決まる。
→ ĵ3の固有値m =整数。（→ ĵ2の固有値も。）

正確には、状態ベクトルが |x, y, z⟩で完全に指定されているという
仮定に基づいている。スピンなどの自由度がある場合は別。

2. r依存性は？？

φℓ,m(r, θ, ϕ) = R(r)Yℓ,m(θ, ϕ)

→ § 2.3でR(r)を議論する。
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§ 1.4 角運動量の合成とClebsch-Gordon係数 (～4/22)
▼ ２粒子系 {

粒子１：角運動量　L⃗1 = r⃗1 × p⃗1
粒子２：角運動量　L⃗2 = r⃗2 × p⃗2

→「系全体の角運動量」は　L⃗ = L⃗1 + L⃗2

量子論では L̂1や L̂2の固有値がとびとびだった。
L̂ = L̂1 + L̂2の固有値は？？・・・例えば{

L̂2
1の固有値：ℓ1(ℓ1 + 1)ℏ2

L̂2
2の固有値：ℓ2(ℓ2 + 1)ℏ2

という状態の、L̂2の固有値はどーなる？？

▼ § 1.2のときのように、一般の Ĵ で考えよう。以下を仮定する。
[ĵ1a, ĵ1b] = iϵabcĵ1c (Ĵ1a = ℏĵ1a)
[ĵ2a, ĵ2b] = iϵabcĵ2c

[ĵ1a, ĵ2b] = 0 (２つの角運動量は可換)

−−− (1)

このとき、ĵ21 , ĵ
2
2 , ĵ1z, ĵ2zの４つが全て可換なので、

§ 0.4と § 1.2の議論より、同時固有ベクトルのセット |j1, j2;m1,m2⟩
ĵ21 |j1, j2;m1,m2⟩ = j1(j1 + 1) |j1, j2;m1,m2⟩
ĵ22 |j1, j2;m1,m2⟩ = j2(j2 + 1) |j1, j2;m1,m2⟩
ĵ1z |j1, j2;m1,m2⟩ = m1 |j1, j2;m1,m2⟩
ĵ2z |j1, j2;m1,m2⟩ = m2 |j1, j2;m1,m2⟩

− − − (2)

が取れる。
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▼ 合成系の角運動量
Ĵa = ĵ1a + ĵ2a

→ (1)より [Ĵa, Ĵb] = iϵabcĴc

このとき
[Ĵz, Ĵ

2] = 0 (Ĵ2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3 )

なので Ĵzと Ĵ2の同時固有ベクトルがとれる。

▼ 他に可換なのは？？
→ 実は Ĵz, Ĵ

2, ĵ21 , ĵ
2
2の４つも全て可換。（(1)より示せる。）よって

Ĵ2 |j1, j2; J,M⟩⟩ = J(J + 1) |j1, j2; J,M⟩⟩
Ĵz |j1, j2; J,M⟩⟩ =M |j1, j2; J,M⟩⟩
ĵ21 |j1, j2; J,M⟩⟩ = j1(j1 + 1) |j1, j2; J,M⟩⟩
ĵ22 |j1, j2; J,M⟩⟩ = j2(j2 + 1) |j1, j2; J,M⟩⟩

− − − (3)

なる同時固有ベクトル |j1, j2; J,M⟩⟩もとれる。

▼ (2)の |j1, j2;m1,m2⟩と (3)の |j1, j2; J,M⟩⟩の関係は？？

角運動量の合成� �
|j1, j2; J,M⟩⟩

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; J,M⟩⟩︸ ︷︷ ︸
Clebsch-Gordan（CG）係数

|j1, j2;m1,m2⟩

� �
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▼ CG係数の求め方の例（j1 = 1
2
, j2 =

1
2
の場合。）

j1, j2を省略すると |J,M⟩⟩ =
∑

m1,m2=±1/2

⟨m1,m2|J,M⟩⟩︸ ︷︷ ︸
CG係数

|m1,m2⟩

step 1 最大のm1, m2を考える。

m1 = j1, m2 = j2

∣∣∣∣12 , 12
⟩

Ĵz = ĵ1z + ĵ2z : Ĵz

∣∣∣∣12 , 12
⟩

= 1

∣∣∣∣12 , 12
⟩

(M = 1)

Ĵ2 = Ĵz(Ĵz + 1) + Ĵ− Ĵ+︸︷︷︸
ĵ++ĵ−

: Ĵ2

∣∣∣∣12 , 12
⟩

= 1(1 + 1)

∣∣∣∣12 , 12
⟩

(J = 1)

∴
∣∣∣∣12 , 12

⟩
= |1, 1⟩⟩ − − − (1)

step 2 Ĵ− = ĵ1−+ĵ2−を作用。（§ 1.2の step 7→
√
j(j + 1)−m(m± 1)）

|1, 0⟩⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣−1

2
,
1

2

⟩
+

∣∣∣∣12 ,−1

2

⟩)
−−− (2)

|1,−1⟩⟩ =
∣∣∣∣−1

2
,−1

2

⟩
−−− (3)

step 3 (2)と直交するベクトル |α⟩ = 1√
2
(
∣∣1
2
,−1

2

⟩
−
∣∣−1

2
, 1
2

⟩
)は

Ĵ2 |α⟩ = 0、Ĵz |α⟩ = 0をみたす。よって |α⟩ = |0, 0⟩⟩ − − − (4)

step 4 (1)～(4)より CG係数は
⟨1
2
, 1
2
|1, 1⟩⟩ = 1

⟨±1
2
,∓1

2
|1, 0⟩⟩ = 1√

2

⟨±1
2
,∓1

2
|0, 0⟩⟩ = ± 1√

2

⟨−1
2
,−1

2
|1,−1⟩⟩ = 1
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▼ 一般のCG係数 → プリント

• M = m1+m2 かつ |j1− j2| ≤ J ≤ j1+ j2 のときのみ値を持つ

• Ĵ± = ĵ1± + ĵ2±を作用させると→漸化式（プリント）

• 状態ベクトルの数は

|j1, j2;m1,m2⟩ m1 = −j1 · · · j1︸ ︷︷ ︸
(2j1+1)

,m2 = −j2 · · · j2︸ ︷︷ ︸
(2j2+1)

, (2j1+1)(2j2+1)個

|j1, j2; J,M⟩⟩ :

M = −J · · · J
J = j1 + j2 2(j1 + j2) + 1個
· · · · · ·

J = |j1 − j2| 2(|j1 − j2|) + 1個
合計 (2j1 + 1)(2j2 + 1)個 · · ·一致！

2014. 4. 22 ここまで。

5/1 ここから・・・
　あらすじ
　 § 1.1 L = r × p
　 § 1.2 |j,m⟩
　 § 1.3 ⟨r|ℓ,m⟩ ∝ Yℓ,m(θ, ϕ)

　 § 1.4 J1 + J2、CG係数
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§ 1.5 スピン角運動量 （5/1～）
▼ （電子などの）粒子は、 固有の角運動量＝「スピン」 を持つ。

▼ ˆ⃗L = ˆ⃗x× ˆ⃗p（=軌道角運動量と呼ぶ）とは別のもの。

Ĵa 作用する状態ベクトル jの大きさ
軌道角運動量 |j, jz⟩ = |ℓ,m⟩ ←→ |r⃗⟩ ∼ |x, y, z⟩ ∼ |r, θ, ϕ⟩ 整数

Ĵa =
ˆ⃗
La 座標空間 ℓ = 0, 1, 2 · · ·

スピン角運動量 |j, jz⟩ = |s, sz⟩ 整数 or 整数+1
2

Ĵa =
ˆ⃗
Sa 全く新しい内部自由度 s = 0, 1

2
, 1 · · ·

古典論での対応物はない！
合成角運動量 |r⃗; s, sz⟩
ˆ⃗
Ja =

ˆ⃗
La +

ˆ⃗
Sa 「スピン」と「空間座標」は （同上）

独立した自由度

一般に多粒子なら |r⃗1, r⃗2, · · · ; s1, s2 · · ·⟩ （同上）
ˆ⃗
Ja =

∑
i(
ˆ⃗
Lia +

ˆ⃗
Sia)

▼ 粒子のスピンの例
（たぶん）素粒子 複合粒子

s = 0 ヒッグス π中間子 （∼ uū− dd̄）
s = 1

2
電子 陽子、中性子 （uud, udd）

s = 1 光子、W, Zボゾン 14N 原子核
s = 3

2
（グラビティーノ？） ∆粒子（∆++ ∼ uuuなど）

s = 2 重力子 ・・・
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§ 1.6 s = 1/2のとき、パウリ行列

j = s = 1
2
のとき

|j,m⟩ = |1/2,m⟩ =

{
|1/2, 1/2⟩
|1/2,−1/2⟩

=

{
|↑⟩
|↓⟩

と書く

▼ § 1.2の一般論より{
Ŝ3 |↑⟩ = ℏ

2
|↑⟩

Ŝ3 |↓⟩ = −ℏ
2
|↓⟩

まとめて Ŝ3

(
|↑⟩
|↓⟩

)
=

ℏ
2

(
1 0

0 −1

)(
|↑⟩
|↓⟩

)

Ŝ± = Ŝ1 ± iŜ2を用いて、同様に

Ŝ1

(
|↑⟩
|↓⟩

)
=

ℏ
2

(
0 1

1 0

)(
|↑⟩
|↓⟩

)
Ŝ2

(
|↑⟩
|↓⟩

)
=

ℏ
2

(
0 i

−i 0

)(
|↑⟩
|↓⟩

)
� �

∴ Ŝa |α⟩ =
∑
β=↑,↓

[
ℏ
2
σa

]
βα

|β⟩

パウリ行列：σa =

(
0 1

1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0

0 −1

)
� �

▼ コメント

行列っぽく書くと Ŝa︸︷︷︸
左から

|α⟩ =
∑
β=↑,↓

|β⟩
[
ℏ
2
σa

]
βα︸ ︷︷ ︸

右から(
この順番で

{
[Ŝa, Ŝb] = iℏϵabcŜc

[σa, σb] = 2iϵabcσc
と consistent

)

▼ ⟨β|ではさむと� �
⟨β|Ŝa|α⟩ =

[
ℏ
2
σa

]
βα

スピン演算子の行列表示

� �
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§ 2 ３次元球対称ポテンシャル内の粒子

§ 2.1 この章でやること

目標� �
３次元、球対称ポテンシャル内の粒子 （例えば水素原子中の電子）
のエネルギーと状態を求める。具体的には

座標表示 : Ĥφ(r) =

(
−ℏ2

2m
∇2 + V (|r|)

)
φ(r) = Eφ(r)

(1)

(⋆)⇐⇒ブラケット表示 : Ĥ |φ⟩ =
(
p̂2

2m
+ V (|r̂|)

)
|φ⟩ = E |φ⟩ (2)

をみたすE, φ(x)の組（⇔ E, |φ⟩の組）を求めたい。� �
(⋆) ⟨r| × (2) = (1)。（φ(r) = ⟨r|φ⟩を用いて整理。）ただし
|r⟩ = |x1, x2, x3⟩は３つの演算子 x̂1, x̂2, x̂3の同時固有状態。

x̂j |x1, x2, x3⟩ = xj |x1, x2, x3⟩ (j = 1, 2, 3)
( )
先に答えを書いてしまうと� �

座標表示 : Ĥφn,ℓ,m(x) = Enφn,ℓ,m(x)

⇔ブラケット表示 : Ĥ |n, ℓ,m⟩ = En |n, ℓ,m⟩

例えば水素原子の場合 En = −13.6 eV×n−2（n = 1, 2, · · ·）となる。� �
エネルギーを表すラベル n以外に、余計なラベル ℓとmがついている。
実はこいつらが § 1.2、§ 1.3でやった角運動量のラベルになっている。

２つのアプローチ
(i) 微分方程式 (1)をφ(r) = φ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ) と変数分離し、R(r)
と Y (θ, ϕ)の微分方程式をガリガリ解く。
(ii) ハミルトニアンと可換な演算子で整理する。
ココでは (ii)でやる。(i)は自習しましょう。
両方やるのがベスト。何でも複数の角度から学ぶと立体的に見えてくる。
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§ 2.2 球対称ポテンシャルのとき、ハミルトニアンと角運動

量は可換� �
[L̂j, Ĥ] = 0 (1)

[L̂2, Ĥ] = 0 (2)� �
（証明）→ 演習 No.1

方針：[L̂j, r̂k]、[L̂j, p̂k]を求める。→ [L̂j, r̂
2] = [L̂j, p̂

2] = 0。→ [L̂j, Ĥ] = 0。( )

▼ (1), (2), および [L̂j, L̂
2] = 0（§ 1.1）より、

[Ĥ, L̂2] = [Ĥ, L̂z] = [L̂2, L̂z] = 0

▼ したがって、§ 0.4の結果より、Ĥの任意の固有ベクトルは
(Ĥ, L̂2, L̂z)に共通の固有ベクトルのセット |E, ℓ,m⟩
の線形結合で表される。

▼ § 1.2より L̂2、L̂3の固有値はすでに分かっていて

Ĥ |E, ℓ,m⟩ = E |E, ℓ,m⟩ (3)

L̂2 |E, ℓ,m⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 |E, ℓ,m⟩ (4)

L̂3 |E, ℓ,m⟩ = mℏ |E, ℓ,m⟩ (5)

▼ § 1.3より ⟨r|E, ℓ,m⟩ ∝ Yℓ,m(θ, ϕ)。

▼ 残るは動径方向。
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§ 2.3 動径方向 （～5/1）
▼ 残るは動径方向。

⟨r|E, ℓ,m⟩ = R(r)Yℓ,m(θ, ϕ)

とおくと、⟨r| ×(3)より

⟨r|
(
p̂2

2m
+ V (r̂)

)
|E, ℓ,m⟩ = E ⟨r|E, ℓ,m⟩︸ ︷︷ ︸

R(r)Yℓ,m(θ,ϕ)

=

(
− ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
⟨r|E, ℓ,m⟩︸ ︷︷ ︸
R(r)Yℓ,m(θ,ϕ)

�
�
�
�

�
��

�
�

�
�
�

�
�
�
�>

ここで

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

Ω̂(θ, ϕ)

r2
・・・（物理数学２ by 立川さん）

Ω̂(θ, ϕ)Yℓ,m(θ, ϕ) = −ℓ(ℓ+ 1)Yℓ,m(θ, ϕ)

を代入すると、[
−ℏ2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
+ V (r)

]
R(r)Yℓ,m(θ, ϕ) = ER(r)Yℓ,m(θ, ϕ)

よって

動径方向の Shrödinger eq.� �
[
−ℏ2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
+ V (r)

]
R(r) = ER(r) (1)

� �
Comments

1. V = V (r)のときは常にコレに帰着。

（例１）水素原子の場合

V (r) = −A
r
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→ § 2.4で解く。

（注：Aは単位系によって e2

4πϵ0
だったり e2だったりするが、

値（物理量）はA = 2.3× 10−28kg m3 s−2 ≃ 1
137

ℏc.）

（例２）３次元調和振動子

V (r) =
1

2
mω2r2

(
=

1

2
mω2(x2 + y2 + x2)

)

2. 角運動量の大きさ↔ “遠心力”

R(r) =
χℓ(r)

r

とおいて (1)に代入、整理すると[
−ℏ2

2m

d2

dr2
+

(
V (r) +

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2mr2

)]
χℓ(r) = Eχℓ(r) (2)

１次元の Shrödinger eq.と同じ形！！

ただし “ポテンシャル”は

Veff(r) = V (r) +
ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2mr2

角運動量が大きいとき（ℓが大きいとき）、粒子が原点に近づくのを
妨げる。（「遠心力ポテンシャル」）

Veff(r)

V (r)

ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2mr2

5/1ココまで
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以下、2013 ＆ 2014は講義せず

規格化

1 =

∫
d3x|φ(r, θ, ϕ)|2

=

∫
r2dr

∫
d cos θ

∫
dϕ |R(r)Yℓ,m(θ, ϕ)|2 =

∫
r2dr|R(r)|2 =

∫
dr|χℓ(r)|2

１次元と同じ！

3. 原点近くのふるまい

lim
r→0

r2V (r) = 0

と仮定する。（V (r) ∼ −1/r や ∼ r2なら正しい。）

• ℓ ̸= 0のとき

r → 0で χℓ(r) ∼ rsとすると (2)より（rs−2の係数を見て）

−s(s− 1) + ℓ(ℓ+ 1) = 0 ∴ s = −ℓ or ℓ+ 1

χℓ(r) ∼ r−ℓの方は規格化出来ないのでダメ。

• ℓ = 0のとき、同様に χ0(r) ∼ r0 or r1

χ0(r) ∼ r0のとき、φ(r) ∼ 1/rだが

Ĥφ(r) ∼
(
−ℏ2

2m
∇2 + V (r)

)
1

r

∼ const · δ(r) + V (r)

r
̸= Eφ(r) ∼ 1

r

よりダメ。

• 結局、
χℓ(r) ∼ rℓ+1 (r → 0)

（ℓが大きいほど反発。)

ℓ = 0以外は原点の存在確率∝ |R(r = 0)|2 = 0。
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前回まで（GW前まで）のあらすじ
1. J

2. V (r⃗) = V (r)中の粒子
2.1 やること
2.2 LとHが可換
2.3 R(r)・・・⟨r⃗|E, ℓ,m⟩ = R(r)Yℓm(θ, ϕ)

（5/13 ここから）
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§ 2.4 水素原子 （5/13～）

クーロンポテンシャル

（＋） r←→（ー） V (r) = −A
r
,

(
A ≃ 1

137
ℏc
)

§ 2.4.1 R(r)の微分方程式を解く。� �
[
−ℏ2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− ℓ(ℓ+ 1)

r2

)
− A

r
− E

]
R(r) = 0−−− (1)

� �
以下E < 0の場合（束縛状態）を考える。
R(r)の規格化は

1 =

∫
d3x|φ(r, θ, ϕ)|2

=

∫
r2dr

∫
d cos θ

∫
dϕ |R(r)Yℓ,m(θ, ϕ)|2 =

∫
r2dr|R(r)|2 −−− (2)

▼ 無次元化するため

r =

√
ℏ2
−8mE

· ρ (ρ：無次元量)

として (1)に代入[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2
+
λ

ρ
− 1

4

]
R̃(ρ) = 0 (R(r) = R̃(ρ))−−− (1)′

ただし

λ =

√
m

−2ℏ2E
· A

comment

無次元化するときの係数で、系の典型的なスケールが分かる。

λ =

√
Eb

−E
where Eb ≡

mA2

2ℏ2
≃ 1

2

(
1

137

)2

mc2 ≃ 13.6 eV

ρ =

√
−E
Eb

· 2r
aB

where aB =
ℏ2

mA
≃ 137

ℏ
mc
≃ 5.3×10−11 m(ボーア半径)

( )
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▼ 後はがんばってひたすら (1)’を解く。解ければ何でもよいが、例えば

R̃(ρ) = ρℓe−ρ/2Gℓ(ρ)−−− (3)

として (1)’に代入すると[
ρ
d2

dρ2
+ (2ℓ+ 2− ρ) d

dρ
− (1 + ℓ− λ)

]
Gℓ(ρ)−−− (1)′′

これは合流型超幾何微分方程式。
→解は合流型超幾何関数（書かない。演習 No.4＋物数２を参照。）{

case 1 : λ ̸= ℓ+ 1, ℓ+ 2, ℓ+ 3 · · ·
case 2 : λ = n (n = ℓ+ 1, ℓ+ 2, ℓ+ 3 · · · )

▼ case 1 のとき、

解が無限級数となって、Gℓ(ρ) ∼ eρ (ρ→∞)となってしまう。
→ (3)より R̃(ρ) ∼ eρ/2

→
∫
|R(r)|2r2dr =∞

→ 規格化 (2)をみたせないのでダメ。� �
波動関数が規格化されているためにはλ = n (= ℓ+1, ℓ+2 · · · )� �

▼ case 2 のとき、

合流型超幾何関数の級数が有限で止まって、(1)”の解は

Gℓ(ρ) ∝ L2ℓ+1
n+ℓ (ρ)−−− (4)

ただし

Lm
n (x) =

dm

dxm

[
ex

dn

dxn
(e−xxn)

]
：ラゲール陪多項式

Lm
n は (n−m)次多項式。（注：これも定義が何通りかある。）

L2ℓ+1
n+ℓ n = 1 n = 2 n = 3

ℓ = 0 L1
1 = −1 L1

2 = 2x− 4 L1
3 = −3x2 + 18x− 18

ℓ = 1 L3
3 = −6 L3

4 = 24x− 96

ℓ = 2 L5
5 = −120
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▼ (3)(4)より、解は

R̃(ρ) = Nnℓρ
ℓe−ρ/2L2ℓ+1

n+ℓ (ρ)

規格化定数Nnℓは、
∫
|R(r)|2r2dr = 1(—(2) )より、

N2
nℓ =

(
2

naB

)3
(n− ℓ− 1)!

2n[(n+ ℓ)!]3

と決まる。 （計算は次ページ）

§ 2.4.2 エネルギーの量子化

λ = n(= ℓ+ 1, ℓ+ 2, · · · )の意味

λ =

√
Eb

−E

(
Eb =

mA2

2ℏ2
= 13.6 eV

)
を思い出すと、� �

E = −Eb
1

n2
(n = ℓ+ 1, ℓ+ 2, · · · )

（束縛状態の）エネルギーはとびとびの値しかとれない。� �
ちなみにこのとき、

ρ =

√
−E
Eb

· 2r
aB

=
2

n

r

aB

(
aB =

ℏ2

mA
= 5.3× 10−11 m

)
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追加の計算・・・Nnℓについて一応導出を書いておきます。（5/27追記）

1 =

∫
|Rnℓ(r)|2r2dr =

(naB
2

)3 ∫
|R̃nℓ(ρ)|2ρ2dρ

=
(naB

2

)3
N2

nℓ

∫
ρ2ℓ+2e−ρ

[
L2ℓ+1

n+ℓ (ρ)
]2
dρ ———(⋆)

ここでラゲール陪多項式の母関数表示 1

∞∑
k=m

Lm
k (x)

yk

k!
=

(−y)m

(1− y)m+1
exp

(
−xy
1− y

)
より

∞∑
k=m

∞∑
j=m

yk

k!

zj

j!

∫
xm+1e−xLm

k (x)L
m
j (x)

=
ymzm

(1− y)m+1(1− z)m+1

∫
xm+1 exp

(
−
[

y

1− y
+

z

1− z
+ 1

]
x

)
dx

=
ymzm

(1− y)m+1(1− z)m+1
(m+ 1)!

[
y

1− y
+

z

1− z
+ 1

]−(m+2)

= (m+ 1)!
ymzm(1− y)(1− z)

(1− yz)m+2

両辺の ykzk（k ≥ m）の項を比べて

1

(k!)2

∫
xm+1e−x [Lm

k (x)]
2

= (m+ 1)!

 1

(k −m)!

(k + 1)!

(m+ 1)!︸ ︷︷ ︸
(yz)k−m from (1−yz)−m−2

+
1

(k −m− 1)!

k!

(m+ 1)!︸ ︷︷ ︸
(yz)k−m−1 from (1−yz)−m−2


=

(2k + 1−m)k!

(k −m)!

よって ∫
ρ2ℓ+2e−ρ

[
L2ℓ+1
n+ℓ (ρ)

]2
dρ =

2n[(n+ ℓ)!]3

(n− ℓ− 1)!

これを (⋆)に代入して、Nnℓを得る。——— 追加の計算ココまで

1これの導出まではやりません。物理数学２参照。
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§ 2.4.3 水素原子まとめ
▼ Schrödinger eq

Ĥ |φ⟩ = E |φ⟩
(
H =

p2

2m
+ V (r), V (r) = −A

r

)
のE < 0の解は

E = En = −Eb

n2

(
Eb =

mA2

2ℏ2
= 13.6 eV

)
のときだけ存在。

▼ このとき
Ĥ |φn⟩ = En |φn⟩

の一般解は

|φn⟩ =
∑
ℓ,m

cℓ,m |n, ℓ,m⟩

ただし
Ĥ |n, ℓ,m⟩ = En |n, ℓ,m⟩ (n = 1, 2 · · · )
L̂2 |n, ℓ,m⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 |n, ℓ,m⟩ (ℓ = 0, 1, · · ·n− 1)

L̂3 |n, ℓ,m⟩ = mℏ |n, ℓ,m⟩Eb (m = −ℓ,−ℓ+ 1, · · · ℓ)

▼ 座標表示するとエネルギー固有関数は

⟨r|φn⟩︸ ︷︷ ︸
=φn(r)

=
∑
ℓ,m

cℓ,m ⟨r|n, ℓ,m⟩︸ ︷︷ ︸
=φn,ℓ,m(r,θ,ϕ)

φn,ℓ,m(r, θ, ϕ) = R̃n,ℓ

(
2

naB
r

)
Yℓ,m(θ, ϕ)

R̃nℓ(x) = Nnℓe
−x/2xℓL2ℓ+1

n+ℓ (x)
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§ 2.4.4 さらに・・・

ここまでの話で無視した効果

▼ 相対論的効果

▼ 電子のスピン

▼ 原子核のスピン

▼ ・・・

これらを含めるとエネルギー準位はさらに分裂する。

E

- E0

- E0/4
- E0/9

|1, 0, 0⟩ |s⟩ ・・・２つに（原子核のスピン）

|2, ℓ,m⟩ |s⟩ （(ℓ,m) = (0, 0), (1,−1), (1, 0), (1,−1)）・・・いくつかに分離
|3, ℓ,m⟩ |s⟩

▼ 電子はスピン s = 1/2を持つ。ŝzの固有値は±1/2。
水素原子内の電子の状態は
|r⃗⟩ ∼ |r, θ, ϕ⟩ ∼ |n, ℓ,m⟩だけでは表せない！

→ |r⃗; sz⟩ or |n, ℓ,m; sz⟩（sz = ±1
2
）

▼ 例えば基底状態 |n, ℓ,m⟩ = |0, 0, 0⟩にも
∣∣0, 0, 0;±1

2

⟩
の２つの状態が

ある。

▼ ちゃんと取り入れるには：
Schrödinger eq. → Dirac eq. → （さらに）場の量子論

▼ § 3で、この一部だけ「LS結合」として扱う。

▼ 全部はやらない（やれない）。水素原子は奥が深い・・・。

35



以下 2013は（たぶん 2014も）やらない。時間が余れば

§ 2.4.5 重心運動の分離

２自由度系
原子核 r←→電子

質量 位置 運動量
粒子１ m1 r1 p1

粒子２ m2 r2 p2

H =
p2
1

2m1

+
p2
2

2m2

+ V (|r1 − r2|)

=
pCM

2

2M
+

p2

2m
+ V (r)

ただし

全質量M = m1 +m2

相対質量m =
m1m2

m1 +m2(
相対座標 r

重心座標 rCM

)
=

(
1 −1

m1/M m2/M

)(
r1
r2

)
(

p

pCM

)
=

(
m2/M −m1/M

1 1

)(
p1

p2

)

Schrödinger eq.

Ĥφtotal(r, rCM) = Etotalφtotal(r, rCM)

６変数。φtotal(r, rCM) = φCM(rCM)φ(r) として
p̂2
CM

2M
φCM(rCM) = ECMφCM(rCM)：自由粒子φCM ∼ eik·x(

p̂2

2m
+ V (r)

)
φ(r) = Eφ(r)：この節で考えているのはこっち

するとEtotal = ECM + E。
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§ 3 スピンと磁気モーメント

§ 3.1 一様磁場中のループ電流
単位ベクトル n⃗

ループ電流 I

面積 S

�
�

�
�
�
��

磁場 B⃗

n⃗と B⃗をそろえようとする力（トルク）が働く
エネルギー（ハミルトニアン）で表すと

H = −µ⃗ · B⃗ where µ⃗ = ISn⃗（ループ電流の磁気モーメント）

§ 3.2 角運動量と磁気モーメント （～5/13）

古典論：円運動する電荷 eの荷電粒子
角運動量：⃗L = mrv · n⃗
ループ電流：I =

e

2πr/v

面積：S = πr2

∴磁気モーメント：⃗µ = ISn⃗ =
e

2m
L⃗−−− (1)

量子論では？

▼ 軌道角運動量：(1)がそのまま使えて、磁気モーメント ˆ⃗µL = e
2m

ˆ⃗
L。

ℓ ̸= 0の状態にある荷電粒子は磁場中で

Ĥ(B⃗) = − ˆ⃗µL · B⃗ = − e

2m
ˆ⃗
L · B⃗

のポテンシャルエネルギーを感じる。

▼ スピン角運動量：(1)がそのままは使えない。̂⃗µS ̸=
e

2m
ˆ⃗
S。 正しくは ˆ⃗µS = g

e

2m
ˆ⃗
S 。

g = 2︸︷︷︸
Dirac eq.

+
α

π
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

QED(場の量子論)

= 2× (1.001159652180 · · · )︸ ︷︷ ︸
実験 vs 理論が 10ケタ以上合ってる！

5/13 ここまで
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（5/20）
▼ 前回の訂正

– （恥ずかしい漢字の間違い）

– § 2.4.1、L3
3(x) = −6

▼ これまでのあらすじ
§1 角運動量
§2 V = V (r)内の粒子
§3 スピンと磁気モーメント
§3.1 ループ電流
§3.2 角運動量と磁気モーメント

H = −µ⃗ · B⃗

µ⃗L =
e

2m
L⃗

µ⃗S = g
e

2m
S⃗

g = 2× (1.001 · · · )

▼ 5/20 ここから
（今日で 13コマ中 6コマ目。だいたい半分）

▼ レポート・・・未提出の人が何人か（必修の人含む）。第二回レポー
トと期末テストで挽回しましょう。
【注意】
（講義 → 状況次第で追レポ or 追試）
（物理学演習 III → 追レポも追試もありません
・・・あらかじめレポートを提出しておきましょう）
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§ 3.3 LS結合 （5/20～）
▼ 水素原子中の電子：スピンの効果まで含めると、ハミルトニアンに

ĤLS = ξ(r)
ˆ⃗
L · ˆ⃗S という項が加わる。 （LS結合）(

ξ(r) =
1

2mc2
· 1
r

dV (r)

dr
・・・Dirac eq. で導ける。

)
イメージ図：電子の静止系：原子核の運動により中心に磁場が・・・

▼

� �
Ĥ =

p̂2

2m
+ V (r) + ξ(r)

ˆ⃗
L · ˆ⃗S� �

▼ この系を記述するのに良い量子数は？？
・・・§ 1.4の議論を思い出すと、２つの可換なセットがあった。

(A) (L̂2, Ŝ2, L̂3, Ŝ3)は全て可換。

|ℓ, s;m, sz⟩ :


L̂2 |ℓ, s;m, sz⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 |ℓ, s;m, sz⟩
Ŝ2 |· · ·⟩ = s(s+ 1)ℏ2 |· · ·⟩
L̂3 |· · ·⟩ = mℏ |· · ·⟩
Ŝ3 |· · ·⟩ = szℏ |· · ·⟩

がとれる。

水素原子の |n, ℓ,m⟩からの素直な拡張。
しかし実は ĤLS ∝

ˆ⃗
L · ˆ⃗Sのせいで [Ĥ, L̂3] ̸= 0、[Ĥ, Ŝ3] ̸= 0。

|ℓ, s;m, sz⟩は Ĥの固有ベクトル（エネルギー固有状態）ではない。

(B) (L̂2, Ŝ2, Ĵ2, Ĵ3)も全て可換。（Ĵa = L̂a + Ŝa）

|ℓ, s;m, sz⟩ :


L̂2 |ℓ, s; J,M⟩ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 |ℓ, s; J,M⟩
Ŝ2 |· · ·⟩ = s(s+ 1)ℏ2 |· · ·⟩
Ĵ2 |· · ·⟩ = J(J + 1)ℏ2 |· · ·⟩
Ĵ3 |· · ·⟩ =Mℏ |· · ·⟩

がとれる。

(L̂2, Ŝ2, Ĵ2, Ĵ3)は Ĥとも可換なので |ℓ, s; J,M⟩は
（r方向まで含めると）Ĥの固有ベクトル（エネルギー固有状態）に取れる。

・・・(A)と (B)の関係は § 1.4のCG係数で決まっている。

▼ ここでは実際に解くことはしない。
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§ 3.4 これまでの話を全部合わせると・・・

磁場中の水素原子のハミルトニアンは

Ĥ = Ĥ0 +ĤLS +ĤB

=
p̂2

2m
+ V (r) +ξ(r)

ˆ⃗
L · ˆ⃗S − e

2m
B⃗ · ( ˆ⃗L+ g

ˆ⃗
S)

§ 4摂動で扱う。

§ 3.5 一様磁場中のスピン

ハミルトニアン：Ĥ = −g e

2m
ˆ⃗
S · B⃗ −−− (1)

例えばスピン 1/2の状態

|ψ(t)⟩ = α(t) |↑⟩+ β(t) |↓⟩ − − − (2)

の時間発展はどーなる？

Schrödinger eq. iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩

に (1)(2)を代入して、⟨↑|×や ⟨↓|×とすると (式変形は次ページも参照）

iℏ
∂

∂t

(
α(t)

β(t)

)
= −g e

2m
B⃗ · ℏ

2
σ⃗

(
α(t)

β(t)

)

∴
(
α(t)

β(t)

)
= exp

[
i
(
g
e

4m
B⃗ · σ⃗

)
t
]( α(0)

β(0)

)

=

[
cosωt

(
1 0

0 1

)
+ i sinωt

B⃗ · σ⃗
|B⃗|

](
α(0)

β(0)

)
where ω = g

e|B⃗|
4m

→ 周期 T =
2π

ω
=

2π · 4m
ge|B⃗|

で振動する。

スピンの期待値 ⟨ψ(t)|Ŝ|ψ(t)⟩は歳差運動する。
（周期は半分の T/2となる。各自やってみよう。)

���*
���*

-

S⃗

B⃗
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追加の解説（5/20 講義の後で追記）
前のページの式変形について講義の後で質問があったので
途中式を書いておきます。

(σi)
2 =

(
1 0

0 1

)
for i = 1, 2, 3

σiσj + σjσi = 2δij

(
1 0

0 1

)

(v⃗ · σ⃗)2 =

(∑
i

viσi

)2

= (v21 + v22 + v23)

(
1 0

0 1

)
= |v⃗|2

(
1 0

0 1

)

(v⃗ · σ⃗)n =


|v⃗|n

(
1 0

0 1

)
for n = even

|v⃗|n v⃗ · σ⃗
|v⃗|

for n = odd

eiv⃗·σ⃗ =
∑
n=0

1

n!
(iv⃗ · σ⃗)n

=
∑

n=even

(i)n

n!
|v⃗|n

(
1 0

0 1

)
+
∑

n=odd

(i)n

n!
|v⃗|n v⃗ · σ⃗

|v⃗|

= cos |v⃗|

(
1 0

0 1

)
+ i sin |v⃗| v⃗ · σ⃗

|v⃗|

——— 追加の解説ココまで
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§ 4 様々な近似法

§ 4.1 摂動論（定常状態）

§ 4.1.1 やりたいこと� �
Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ を解きたい� �

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′

そこからのズレ
（例：Ĥ ′ = Ax）
（例：Ĥ ′ = λx4）�

�
�
�

��
@@I

解けている 、つまり
Ĥ0 |n⟩ = E

(0)
n |n⟩

なるE
(0)
n 、|n⟩を全て知っている。

（例：Ĥ0 =
p̂2

2m
+ 1

2
mω2x2）

Ĥ ′ → 0のとき、|ψn⟩ → |n⟩、En → E
(0)
n となるはず。

6

Ĥ0の固有値
固有ベクトル

E
(0)
n |n⟩—

—

—

6

���������9

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′の固有値
固有ベクトル

En |ψn⟩—

—

—

Ĥ ′ → 0� �
このとき、|ψn⟩、Enを「Ĥ ′の級数展開」として解きたい。� �
コメント・注
• 無限級数が収束しない場合もある。（上の Ĥ ′ = λx4の例）
→「漸近級数」
• 展開しなくても厳密に解ける場合もある。（上の Ĥ ′ = Axの例）
→摂動のチェックになる。
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§ 4.1.2 縮退なしの状態 （～5/20、5/27～）
▼

(
Ĥ0 + λĤ ′

)
|ψn(λ)⟩ = En(λ) |ψn(λ)⟩ ——–(1) を解きたい。

C
CO

解けている：Ĥ0 |n⟩ = E
(0)
n |n⟩

完全系

{
⟨m|n⟩ = δmn∑

n |n⟩ ⟨n| = 1
————————(2)

▼ Ĥ0の固有値に対して縮退のない状態ベクトル |n⟩に注目する。

E(0)
m ̸= E(0)

n for m ̸= n (|n⟩以外は縮退していてもよい。)

▼ 摂動論：λで展開する。

En(λ) =
∞∑
p=0

λpE(p)
n = E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + · · ·————————(3)

|ψn(λ)⟩ =
∞∑
p=0

λp
∣∣n(p)

⟩
= |n⟩+ λ

∣∣n(1)
⟩
+ λ2

∣∣n(2)
⟩
+ · · ·————————(4)

ただし λ→ 0で |ψn(λ)⟩ → |n⟩、En(λ)→ E
(0)
n を使った。

▼ 注意：(4)の展開には不定性がある。
例えば |ψn(λ)⟩ → (1 + cλ) |ψn(λ)⟩としても (1)の解になっている。
→ |ψn(λ)⟩の規格化を決める必要がある。

例えば ⟨ψn(λ)|ψn(λ)⟩ = 1 ————————(*)

あるいは ⟨n|ψn(λ)⟩ = 1 ————————(**)

など。

▼ (3)(4)を (1)に代入すると(
Ĥ0 + λĤ ′

)(∑
λp
∣∣n(p)

⟩)
=
(∑

λqE(q)
n

)(∑
λp
∣∣n(p)

⟩)
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両辺の λpの項を比べると

Ĥ0

∣∣n(p)
⟩
+ Ĥ ′ ∣∣n(p−1)

⟩
=

p∑
k=0

E(p−k)
n

∣∣n(k)
⟩
————(1’)

（５／２０この辺まで。中途半端だが次回つづく。）
（５／２７つづきから）
前回 (

Ĥ0 + λĤ ′
)
|ψn(λ)⟩ = En(λ) |ψn(λ)⟩

En(λ) =
∞∑
p=0

λpE(p)
n

|ψn(λ)⟩ =
∞∑
p=0

λp
∣∣n(p)

⟩
=⇒ Ĥ0

∣∣n(p)
⟩
+ Ĥ ′ ∣∣n(p−1)

⟩
=

p∑
k=0

E(p−k)
n

∣∣n(k)
⟩
————(1’)

今日ココから

ここからE
(p)
n 、

∣∣n(p)
⟩
に関する以下の漸化式が得られる。� �

E(p)
n = ⟨n|Ĥ ′|n(p−1)⟩ −

p−1∑
k=1

E(p−k)
n ⟨n|n(k)⟩ ———(5)∣∣n(p)

⟩
= c(p)n |n⟩+

∑
m̸=n

⟨m|n(p)⟩ |m⟩ ———(6)

where, for m ̸= n,

⟨m|n(p)⟩ = 1

E
(0)
n − E(0)

m

[
⟨m|Ĥ ′|n(p−1)⟩ −

p−1∑
k=1

E(p−k)
n ⟨m|n(k)⟩

]
—(7)

c
(p)
n は、ベクトルの規格化や位相因子を決めないと決まらない。� �
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proof

(1’)より

⟨m|Ĥ0|n(p)⟩︸ ︷︷ ︸
E

(0)
m ⟨m|n(p)⟩

+⟨m|Ĥ ′|n(p−1)⟩ =
p∑

k=0

E(p−k)
n ⟨m|n(k)⟩

= E(p)
n ⟨m|n(0)⟩︸ ︷︷ ︸

=⟨m|n⟩=δmn

+

p−1∑
k=1

E(p−k)
n ⟨m|n(k)⟩+ E(0)

n ⟨m|n(p)⟩

▼ m = nのとき

⟨n|Ĥ ′|n(p−1)⟩ = E(p)
n +

p−1∑
k=1

E(p−k)
n ⟨n|n(k)⟩ =⇒ (5)

▼ m ̸= nのとき

E(0)
m ⟨m|n(p)⟩+⟨m|Ĥ ′|n(p−1)⟩ =

p−1∑
k=1

E(p−k)
n ⟨m|n(k)⟩+E(0)

n ⟨m|n(p)⟩ =⇒ (7)

proof おしまい
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▼ (5)(6)(7)より、⟨n|Ĥ ′|m⟩ = H ′
nmと書くと

p = 1

E(1)
n = H ′

nn ——————(8)∣∣n(1)
⟩
= c(1)n |n⟩+

∑
m̸=n

H ′
mn

E
(0)
n − E(0)

m

|m⟩

p = 2

E(2)
n = ⟨n|Ĥ ′|n(1)⟩ − E(1)

n ⟨n|n(1)⟩

= c(1)n ⟨n|Ĥ ′|n⟩︸ ︷︷ ︸
=H′

nn=E
(1)
n

+
∑
m̸=n

H ′
mn

E
(0)
n − E(0)

m

⟨n|Ĥ ′|m⟩︸ ︷︷ ︸
=H′

nm=H′
mn

∗

−E(1)
n c(1)n

=
∑
m̸=n

|H ′
mn|2

E
(0)
n − E(0)

m

——————(9)

∣∣n(2)
⟩
= c(2)n |n⟩+

∑
m̸=n

1

E
(0)
n − E(0)

m

⟨m|
(
Ĥ ′ − E(1)

n

)
|n(1)⟩ |m⟩

= · · ·

comments

1. 状態ベクトル
∣∣n(p)

⟩
には c

(p)
n の不定性があるが、

物理量であるエネルギーE
(p)
n からはちゃんと不定性が消えている。

2. 上の式はE
(0)
n − E(0)

m ̸= 0でないと使えない。
→ E

(0)
n − E(0)

m = 0の時はどうなるか？？→ § 4.1.3
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▼ 例：Stark効果（基底状態）

Ĥ0 = −
p̂2

2m
− A

r
水素原子ポテンシャル：　A ≃ 1

137
ℏc

Ĥ ′ = eEz z方向に電場をかける

（スピンは無視）

電場をかける前の、Ĥ0の固有値と固有ベクトルは

Ĥ0 |n, ℓ,m⟩ = E
(0)
n,ℓ,m |n, ℓ,m⟩ ,

E
(0)
n,ℓ,m = − A

2aB

1

n2

(
aB =

ℏ2

mA
≃ 137

ℏ
mc

)
� �
ここでは Ĥ0の基底状態 |n, ℓ,m⟩ = |1, 0, 0⟩のエネルギー E1,0,0

の、電場によるずれを求める。（スピンは無視）� �

▼ Ĥ ′は

Ĥ ′ = λ
A

a2B
z

(
λ = eE

a2B
A

無次元量
)

と書ける。λ≪ 1として摂動展開する。

▼ (8)(9)より、

E
(1)
1,0,0 = ⟨1, 0, 0|Ĥ ′|1, 0, 0⟩

E
(2)
1,0,0 =

∑
(n,ℓ,m) ̸=(1,0,0)

∣∣∣⟨n, ℓ,m|Ĥ ′|1, 0, 0⟩
∣∣∣2

E
(0)
1,0,0 − E

(0)
n,ℓ,m

47



§ 2より

⟨n, ℓ,m|Ĥ ′|1, 0, 0⟩ =
∫
d3x

∫
d3x′⟨n, ℓ,m|x⃗⟩ · ⟨x⃗|Ĥ ′|x⃗′⟩ · ⟨x⃗′|1, 0, 0⟩

=

∫
d3x

∫
d3x′φn,ℓ,m(x⃗)

∗ · λ A
a2B
zδ(3)(x⃗− x⃗′) · φ1,0,0(x⃗′)

= λ
A

a2B

∫ ∞

0

r2dr

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ φn,ℓ,m(x⃗)
∗ · r cos θ · φ1,0,0(x⃗)

§ 2.4.3より 　 (途中計算は次ページも参照)

φn,ℓ,m(r, θ, ϕ) = Rnℓ(r)Yℓ,m(θ, ϕ)

Rnℓ(r) = R̃nℓ

(
2r

naB

)
, R̃nℓ(x) = Nnℓe

−x/2xℓL2ℓ+1
n+ℓ (x)

∴ ⟨n, ℓ,m|Ĥ ′|1, 0, 0⟩ =λ A
aB

∫
d cos θdϕ Y ∗

ℓ,m(θ, ϕ) · cos θ · Y0,0(θ, ϕ)︸ ︷︷ ︸
=

√
1

3
δℓ,1δm,0

×
∫
r2dr R∗

nℓ(r)︸ ︷︷ ︸
→ℓ=1

· r
aB
·R1,0(r)︸ ︷︷ ︸

= In = · · · = 16n7/2(n− 1)n−5/2(n+ 1)−n−5/2

▼ 以上より

E
(0)
1,0,0 = −

A

2aB

E
(1)
1,0,0 = 0

E
(2)
1,0,0 =

∞∑
n=2

∣∣∣⟨n, 1, 0|Ĥ ′|1, 0, 0⟩
∣∣∣2

En,1,0 − En,ℓ,m

=
∞∑
n=2

∣∣∣∣∣λ AaB
√

1

3
In

∣∣∣∣∣
2

− A

2aB

(
1− 1

n2

) = −λ2 A
aB

2

3

∞∑
n=2

|In|2

1− 1/n2︸ ︷︷ ︸
≃ 1.83

(実は連続スペクトルも効いて、全部足すと ≃ 2.25)

(参考：現代物理学の基礎３（岩波）)
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▼ Stark効果：コメント
（図を描いて）実は不安定

z → −∞で V → −∞。
Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′の固有値は連続スペクトル
じゃあ求めたE1,0,0(λ) = E

(0)
1,0,0 + λ2E

(2)
1,0,0 + · · · は何だ？

|ψ1,0,0(λ)⟩ =
∞∑
k=0

∣∣1, 0, 0(k)⟩
という状態は、エネルギー固有状態ではないが、
準安定状態を表す。
トンネル効果の確率 ∝ e−1/2λ ≪≪≪ 1 （トンネル効果の図）
（参考：現代物理学の基礎３（岩波））

▼ 追加の解説（5/27 講義の後で追記）

前のページの途中式の計算について書いておきます。∫
d cos θdϕ Y ∗

ℓ,m(θ, ϕ) · cos θ · Y0,0(θ, ϕ)

=

∫
d cos θdϕ Y ∗

ℓ,m(θ, ϕ) ·
√

4π

3
Y1,0(θ, ϕ) ·

√
1

4π

=

√
1

3

∫
d cos θdϕ Y ∗

ℓ,m(θ, ϕ)Y1,0(θ, ϕ)︸ ︷︷ ︸
=δℓ,1δm,0

これで
∫
d cos θdϕの方が示せました。動径方向は少し大変ですが、∫ ∞

0

r2drR∗
n,1(r) ·

r

aB
·R1,0(r)

=

∫ ∞

0

r2drR̃n,1

(
2r

naB

)
· r
aB
· R̃1,0

(
2r

aB

)
[
r =

naB
2
x
]
=
n4a3B
16

∫ ∞

0

x2dxR̃n,1(x) · x · R̃1,0(nx)

=
n4a3B
16

∫ ∞

0

x2dx
[
Nn,1e

−x/2xL3
n+1(x)

]
· x ·

[
N1,0e

−nx/2L1
1(nx)

]
=
n4a3B
16

Nn,1N1,0(−1)
∫ ∞

0

dx x4 exp

(
−n+ 1

2
x

)
L3
n+1(x)
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ここで § 2.4より

Nn,1 =

√(
2

naB

)3
(n− 2)!

2n[(n+ 1)!]3
=

2

n2(n+ 1)!a
3/2
B

√
1

(n+ 1)n(n− 1)

N1,0 =

√(
2

aB

)3
1

2
=

2

a
3/2
B

さらにラゲール陪多項式の母関数表示 2

∞∑
k=m

Lm
k (x)

yk

k!
=

(−y)m

(1− y)m+1
exp

(
−xy
1− y

)
を用いて
∞∑
k=3

yk

k!

∫
dx x4 exp

(
−n+ 1

2
x

)
L3
k(x) =

(−y)3

(1− y)4

∫ ∞

0

dx x4 exp

[
−
(
n+ 1

2
+

y

1− y

)
x

]
=

(−y)3

(1− y)4

(
n+ 1

2
+

y

1− y

)−5

4!

=
4! · 25

(n+ 1)5
y3(y − 1)

(
1− n− 1

n+ 1
y

)−5

両辺の yn+1の項を比べて

1

(n+ 1)!

∫
dx x4 exp

(
−n+ 1

2
x

)
L3
n+1(x)

=
4! · 25

(n+ 1)5
·

(
1

(n− 3)!

[
n− 1

n+ 1

]n−3
(n+ 1)!

4!
− 1

(n− 2)!

[
n− 1

n+ 1

]n−2
(n+ 2)!

4!

)

= −26n2 (n− 1)n−2

(n+ 1)n+2

全て代入して∫ ∞

0

r2drR∗
n,1(r) ·

r

aB
·R1,0(r)

=
n4a3B
16
· 2

n2(n+ 1)!a
3/2
B

√
1

(n+ 1)n(n− 1)
· 2

a
3/2
B

· (−1) · (n+ 1)!(−1)26n2 (n− 1)n−2

(n+ 1)n+2

= 16 · n7/2 · (n− 1)n−5/2

(n+ 1)n+5/2

よって Inが得られた。　——— 追加の解説ココまで

2これの導出は省略します。物理数学２参照。
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§ 4.1.3 縮退ありの状態 （5/27、6/3）

（例）Stark効果（n = 2）

Ĥ0 = −
p̂2

2m
− A

r
スピン無視

λĤ ′ = eEz

§ 4.1.2の例と同じ。ただし |2, ℓ,m⟩に注目。

Ĥ0 |2, ℓ,m⟩ = E
(0)
2 |2, ℓ,m⟩

(
E

(0)
2 = − A

8aB

)

４つの状態


|2, 0, 0⟩
|2, 1, 0⟩
|2, 1,±1⟩

6

Ĥ0(λ = 0)

E
(0)
2

|2, ℓ,m⟩————

6

���������:

XXXXXXXXXz

Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′

？？？—

—

—

ちょっと寄り道

（5/27ココまで。）
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（6/3ココから。）

§ 4.1.A ハミルトニアン⇐⇒行列 （6/3）

step 1� �
Ĥ |ψa⟩ = Ea |ψa⟩を解きたい

↑
↓
ある完全系 {|n⟩}を知っていると・・・

(
⟨n|m⟩ = δnm∑
n |n⟩ ⟨n| = 1

)

行列 ⟨n|Ĥ|m⟩の固有値、固有ベクトルを求める問題と同値。� �
∵ Ĥ |ψa⟩ = Ea |ψa⟩————(A)

⇐⇒ ⟨n|H|ψa⟩ = ⟨n|Ea|ψa⟩
⇐⇒

∑
m

⟨n|H|m⟩︸ ︷︷ ︸
≡ Hnm

⟨m|ψa⟩︸ ︷︷ ︸
≡ ua,m

= Ea⟨n|ψa⟩

⇐⇒
∑
m

Hnmua,m = Eaua,n

⇐⇒

 H11 H12 · · ·
H21

· · ·


 ua,1

ua,2
· · ·

 = Ea

 ua,1
ua,2
· · ·

————(B)

(A)(B)見比べて

行列Hnm ハミルトニアン Ĥ

固有値Ea 固有値Ea

固有ベクトル 固有ベクトル

u⃗a =

 ua,1
ua,2
· · ·

 =

 ⟨1|ψa⟩
⟨2|ψa⟩
· · ·

 |ψa⟩ =
∑
m

|m⟩ ⟨m|ψa⟩ =
∑
m

ua,m |m⟩
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コメント１ Hnmはエルミート行列 → 固有値Eaは実数。

H∗
nm = ⟨n|Ĥ|m⟩∗ = ⟨m| Ĥ†︸︷︷︸

=Ĥ

|n⟩ = Hmn

コメント２ |ψa⟩を ⟨ψa|ψb⟩ = δabと規格化すれば

u⃗†au⃗b =
∑
n

⟨ψa|n⟩⟨n|ψb⟩ = ⟨ψa|ψb⟩ = δab

よって固有ベクトル u⃗aが全て求まったとすると

行列　 U = (u⃗1u⃗2 · · · )　はユニタリー行列。　U †U =

 u⃗†1
u⃗†2
· · ·

 (u⃗1u⃗2 · · · ) =

 1

1

· · ·

 = 1


コメント３∑

m

Hnmu⃗a,m = Eau⃗a,n　より

(
H
)(

u⃗1u⃗2 · · ·
)

︸ ︷︷ ︸
U

=
(
u⃗1u⃗2 · · ·

)
︸ ︷︷ ︸

U

 E1

E2

· · ·


∴ U †(H)U =

 E1

E2

· · ·

　　ハミルトニアンの対角化
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step 2 摂動（縮退なし）(
Ĥ0 + λĤ ′

)
|ψn(λ)⟩ = En(λ) |ψn(λ)⟩ を解きたい

↑
↓
完全系　 |n⟩ : Ĥ0 |n⟩ = E(0)

n |n⟩

行列 Hnm = ⟨n|
(
Ĥ0 + λĤ ′

)
|m⟩

= E(0)
n δnm + λ ⟨n|Ĥ ′|m⟩︸ ︷︷ ︸

H ′
nm

の固有値、固有ベクトルが分かれば良い


 E

(0)
1

E
(0)
2

· · ·

+ λ

 H ′
11 H ′

12 · · ·
H ′

21 H ′
22 · · ·

· · ·



 ⟨1|ψn(λ)⟩
⟨2|ψn(λ)⟩
· · ·


︸ ︷︷ ︸
≡ u⃗n(λ)

= En(λ)

 ⟨1|ψn(λ)⟩
⟨2|ψn(λ)⟩
· · ·


︸ ︷︷ ︸
≡ u⃗n(λ)

摂動：


En(λ) = E

(0)
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + · · ·

u⃗n(λ) = u⃗
(0)
n + λu⃗

(1)
n + λ2u⃗

(2)
n + · · ·(

⟨k|ψn(λ)⟩ = ⟨k|n(0)⟩+ λ⟨k|n(1)⟩+ λ2⟨k|n(2)⟩+ · · ·
)

λの 0次

 E
(0)
1

E
(0)
2

· · ·

 u⃗(0)n = E(0)
n u⃗(0)n ∴ u⃗(0)n =


0

· · ·
1

· · ·
0


0

· · ·
← n番目
· · ·
0

λの 1次 E
(0)
1

E
(0)
2

· · ·

 u⃗(1)n +

 H ′
11 H ′

12 · · ·
H ′

21 H ′
22 · · ·

· · ·

 u⃗(0)n = E(0)
n u⃗(1)n +E(1)

n u⃗(0)n
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第 n成分 E(0)
n

(
u⃗(1)n

)
n
+H ′

nn = E(0)
n

(
u⃗(1)n

)
n
+ E(1)

n ∴ E(1)
n = H ′

nn

第m(̸= n)成分 E(0)
m

(
u⃗(1)n

)
m
+H ′

mn = E(0)
n

(
u⃗(1)n

)
m
+ 0

∴
(
u⃗(1)n

)
m
=

H ′
mn

E
(0)
n − E(0)

m

= ⟨m|n(1)⟩

§ 4.1.2の結果を再現。

step 3 縮退あり

Ĥ0 |n, α⟩ = E(0)
n |n, α⟩ α = 1, 2, · · ·Nn（縮退度）

Ĥ0の行列表示

⟨n|Ĥ0|m⟩ =



E
(0)
1

E
(0)
2

· · ·
E

(0)
n

E
(0)
n

· · ·
E

(0)
n

· · ·
· · ·

· · ·




Nn ×Nn行列
⟨n, α|Ĥ0|n, β⟩
= E

(0)
n δαβ

解きたいのは


E
(0)
1

· · ·
E

(0)
n 1Nn×Nn

· · ·

+ λ
(
H ′
) u⃗ = E u⃗

特に λ→ 0でE → E
(0)
n となる成分に注目する。

En,α(λ) = E(0)
n +

∞∑
k=1

λkE(k)
n,α

u⃗n,α(λ) = u⃗(0)n,α +
∞∑
k=1

λku⃗(k)n,α

(α = 1, · · ·Nn)
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λの 0次  · · · E
(0)
n 1Nn×Nn

· · ·

 u⃗(0)n,α = E(0)
n u⃗(0)n,α

これだけでは u⃗
(0)
n,α は決まらない！

u⃗(0)n,α =


0

· · ·
χ⃗α

· · ·
0

}任意のNn成分ベクトル

λの 1次 · · · E
(0)
n 1Nn×Nn

· · ·

 u⃗(1)n,α+

 H ′

 u⃗(0)n,α = E(0)
n u⃗(1)n,α+E

(1)
n u⃗(0)n,α

∴ [H ′]Nn×Nn︸ ︷︷ ︸ χ⃗α = E(1)
n χ⃗α

⟨n, α|Ĥ ′|n, β⟩ · · ·α, β = 1, · · ·Nn

部分行列

よって� �
χ⃗αは [H ′]Nn×Nnの固有ベクトル・・・（ココで初めて u⃗

(0)
n,αが決まる。）

E
(1)
n は [H ′]Nn×Nnの固有値� �
（ただし、[H ′]Nn×Nnの固有値に縮退がないと仮定した。
→ さらに縮退している場合、λの２次、３次・・・で求める。）

6

Ĥ0(λ = 0)

E
(0)
n |n, α⟩————

6

��������:

XXXXXXXXz

Ĥ = Ĥ0 + λĤ ′

|ψn,1(λ)⟩

|ψn,Nn(λ)⟩

En,1

· · ·
En,Nn

—

—

—
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λ→ 0のとき戻るのは

|ψn,α(λ)⟩
λ→0−→

∣∣n, α(0)
⟩
=
∑
β

⟨n, β|n, α(0)⟩ |n, β⟩

=
∑
β

(χ⃗α)β |n, β⟩

(一般には ̸= |n, α⟩)

つまり

u⃗n,α(λ)
λ→0−→ u⃗(0)n,α =


0

· · ·
χ⃗α

· · ·
0


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§ 4.1.3 に戻ると

Stark効果（n = 2）の例では

⟨·|Ĥ0|·⟩ =



E
(0)
1

E
(0)
2

E
(0)
2

E
(0)
2

E
(0)
2

· · ·



|1, 0, 0⟩

|2, ℓ,m⟩

4× 4行列 ⟨2, ℓ′,m|Ĥ ′|2, ℓ,m⟩を対角化すれば良い。

λĤ ′ = eEz = eEr cos θ → § 4.1.2の計算と同様にして
⟨2, ℓ′,m|Ĥ ′|2, ℓ,m⟩ ∝ δℓ′,ℓ±1δm′,m。

|2, 0, 0⟩ |2, 1, 0⟩ |2, 1, 1⟩ |2, 1,−1⟩

[H ′]4×4 =

⟨2, 0, 0|
⟨2, 1, 0|
⟨2, 1, 1|
⟨2, 1,−1|


0 H ′

01 0 0

H ′
10 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


具体的に計算すると λH ′

10 = λH ′
01 = −3eEaB。 （計算は次ページ）

6
Ĥ0

E
(0)
2

|2, ℓ,m⟩————
��������:

XXXXXXXXz

6
Ĥ

エネルギー

E
(0)
2 + λH ′

10

E
(0)
2

E
(0)
2 − λH ′

10

(+O(λ2))

ベクトル
1√
2
(− |2, 0, 0⟩+ |2, 1, 0⟩)

|2, 1, 1⟩ & |2, 1,−1⟩
1√
2
(|2, 0, 0⟩+ |2, 1, 0⟩)

(+O(λ))

—

——

—
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追加の解説

⟨2, ℓ′,m|λĤ ′|2, ℓ,m⟩ = eE⟨2, ℓ′,m|ẑ|2, ℓ,m⟩

= eE

∫
d3xd3x′⟨2, ℓ′,m|x⟩⟨x|ẑ|x′⟩⟨x′|2, ℓ,m⟩

= eE

∫
d3xd3x′ · φ∗

2,ℓ′,m′(x⃗) · r cos θδ3(x⃗− x⃗′) · φ2,ℓ,m(x⃗
′)

= eE

∫
r2drR∗

2,ℓ′(r)rR2,ℓ(r)

∫
d cos θdϕY ∗

ℓ′,m′(θ, ϕ) cos θYℓ,m(θ, ϕ)

ここで
∫
d cos θdϕについて、ϕ積分から δm,m′ が得られ、また Yℓ,m(θ, ϕ)

は ℓが偶数（奇数）のときに cos θの偶関数（奇関数）なので、θ積分は
(ℓ, ℓ′)が (偶,奇) or (奇,偶)のときだけ値を持つ。したがって今の場合、値
を持つのは (ℓ, ℓ′) = (1, 0) or (0,1)、かつ (m,m′) = (0, 0)のときだけ。こ
のとき∫

d cos θdϕY ∗
0,0(θ, ϕ) cos θY1,0(θ, ϕ)

=

∫
d cos θdϕY ∗

1,0(θ, ϕ) cos θY0,0(θ, ϕ) =

∫
d cos θdϕ ·

√
1

4π
· cos θ ·

√
3

4π
cos θ =

√
1

3

一方、動径方向は∫
r2drR∗

2,1(r)rR2,0(r)

=

∫
r2drR∗

2,0(r)rR2,1(r) =

∫
r2drR̃∗

2,0

(
r

aB

)
rR̃2,1

(
r

aB

)
= a4B

∫
x2dx · R̃∗

2,0(x) · x · R̃2,1(x)

= a4BN2,0N2,1

∫
x2dx · e−x/2L1

2(x) · x · e−x/2xL3
3(x)

= a4B
1

96
√
3a3B

∫
dx · e−xx4(2x− 4)(−6)

= −3
√
3aB

よって

⟨2, ℓ′,m|λĤ ′|2, ℓ,m⟩ =

{
−3eEaB for (ℓ, ℓ′,m,m′) = (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)

0 otherwise

・・・追加の解説ココまで
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§ 4.1.4 Zeeman効果とか （6/10、6/17）

§ 3.4で予告した磁場中の水素原子のハミルトニアン

Ĥ = Ĥ0 +ĤLS +ĤB

=
p̂2

2m
+ V (r) +ξ(r)

ˆ⃗
L · ˆ⃗S − e

2m
B⃗ · ( ˆ⃗L+ g

ˆ⃗
S)

を考える。カンタンのため

▼ ξ = const.

▼ z方向に磁場、かつ g = 2.0023 · · · ≃ 2と近似。

→ HB =
e

2m
Bz(L̂z + 2Ŝz)

とする。� �
固有値（エネルギー）を摂動で求めたい。⇐⇒ ⟨·|Ĥ|·⟩の対角化。� �

case 1. 弱磁場
(1) Ĥ0 + ĤLSを対角化 → (2) ĤBで摂動（Zeeman効果）

case 2. 強磁場
(1) Ĥ0 + ĤBを対角化 → (2) ĤLSで摂動（Paschen-Back効果）

case 3. 厳密解
フルの Ĥを対角化出来る場合もある。（例：ℓ = 1、s = 1/2）

▼ 完全系は？？

Ĥ0, L̂
2, Ŝ2, L̂z, Ŝz︸ ︷︷ ︸
可換

の同時固有ベクトル |n, ℓ, s, ℓz, sz⟩

又は Ĥ0, L̂
2, Ŝ2, Ĵ2, Ĵz︸ ︷︷ ︸
可換

の同時固有ベクトル |n, ℓ, s, J,M⟩
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▼ 注：Ĥ0, ĤLS, ĤBは全て Ĥ0, L̂
2, Ŝ2と可換。したがって

⟨n, ℓ, s, ·, ·|Ĥ|n′, ℓ′, s′, ·, ·⟩ ∝ δn′nδℓ′ℓδs
′s ———(⋆)

=



· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·



(n, ℓ, s) = (1, 0, 1/2)

(n, ℓ, s) = (2, 0, 1/2)

(n, ℓ, s) = (2, 1, 1/2)

· · ·

n, ℓ, sに対してブロック対角。

→ 以下では特定の n, ℓ, sに固定して、Ĥを対角化する。

注：ξ = ξ(r)のときは、Ĥ0とĤLSが可換でないので⟨n′, · · · |ĤLS|n, · · ·⟩
が n′ ̸= nで値を持つ。この場合は nに関して対角化が必要。( )

(⋆)を示すには例えば

0 = ⟨n · · · |[Ĥ, Ĥ0]|n′ · · ·⟩
= ⟨n · · · |ĤĤ0 − Ĥ0Ĥ|n′ · · ·⟩
= (n′ − n)⟨n · · · |Ĥ|n′ · · ·⟩

L̂2, Ŝ2も同様。
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case 1. 弱磁場

step (1) まずはB → 0として、Ĥ0 + ĤLSを対角化

ĤLS = ξ
ˆ⃗
L · ˆ⃗S =

1

2
ξ(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2)

|n, ℓ, s︸ ︷︷ ︸
略

, J︸︷︷︸
Ĵ2

, M︸︷︷︸
Ĵz

⟩が良いベース

(
Ĥ0 + ĤLS

)
|J,M⟩ =

En +
1

2
ξℏ2︸︷︷︸
ELS

[J(J + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− s(s+ 1)]

 |J,M⟩

▼ 以下 s = 1/2、ℓ ≥ 1の場合を考える。 → J = ℓ± 1

2(
Ĥ0 + ĤLS

) ∣∣∣∣J = ℓ+
1

2
,M

⟩
=

(
En +

ℓ

2
ELS

) ∣∣∣∣J = ℓ+
1

2
,M

⟩
(
Ĥ0 + ĤLS

) ∣∣∣∣J = ℓ− 1

2
,M

⟩
=

(
En +

−(ℓ+ 1)

2
ELS

) ∣∣∣∣J = ℓ− 1

2
,M

⟩

6
Ĥ0

En ————
—— ��������:

XXXXXXXXz

6
Ĥ0 + ĤLS

(J = ℓ+ 1/2)

————En +
ℓ
2
ELS 2J + 1 = 2ℓ+ 2重

———En +
−(ℓ+1)

2
ELS 2J + 1 = 2ℓ重

(J = ℓ− 1/2)
⟨J ′,M ′|Ĥ0 + ĤLS|J,M⟩の行列は

En1(4ℓ+2)×(4ℓ+2)+

(
ℓ
2
ELS1(2ℓ+2)×(2ℓ+2)

−(ℓ+1)
2

ELS12ℓ×2ℓ

)
J = ℓ+ 1

2

J = ℓ− 1
2

まだコレは摂動する前。
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step (2) 部分行列を ĤBで摂動

ĤB =
eBz

2m
(L̂z + 2Ŝz)

=
eBz

2m
(Ĵz + Ŝz)

▼ Ĵzの部分行列要素は

⟨J,M ′|Ĵz|J,M⟩ =MℏδMM ′

▼ Ŝzは・・・まずCG係数のプリントより∣∣∣∣J = ℓ± 1

2
,M

⟩
= ±

√
ℓ±M + 1/2

2ℓ+ 1

∣∣∣∣ℓz =M − 1

2
, sz =

1

2

⟩
+

√
ℓ∓M + 1/2

2ℓ+ 1

∣∣∣∣ℓz =M +
1

2
, sz = −

1

2

⟩
よって部分行列要素は

⟨J,M ′|Ŝz|J,M⟩ =
[(

ℓ±M + 1/2

2ℓ+ 1

)(
+
1

2
ℏ
)
+

(
ℓ∓M + 1/2

2ℓ+ 1

)(
−1

2
ℏ
)]

δMM ′

= ± 1

2ℓ+ 1
MℏδMM ′

▼ よって ĤBの部分行列要素は

⟨J,M ′|ĤB|J,M⟩ =
(
1± 1

2ℓ+ 1

)
M

eℏBz

2m︸ ︷︷ ︸
EB

δMM ′

（＊）一般のスピンのとき、ココが

gj = 1+
J(J + 1)− ℓ(ℓ+ 1) + s(s+ 1)

2J(J + 1)
となる。（Landeの g-factor）

s ̸= 0のときのみ gj ̸= 1。

�
�
���

[ ]
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▼ 対角行列なので対角化の必要ナシ。

6

Ĥ0 + ĤLS

(J = ℓ+ 1/2)

———— En +
ℓ
2
ELS2ℓ+ 2重

——— En +
−(ℓ+1)

2
ELS2ℓ重

(J = ℓ− 1/2)

6

����������:

-XXXXXXXXXXz

��������:

-XXXXXXXXz

+ĤB

—

—

—

(1 + 1
2ℓ+1

)(ℓ+ 1
2
)EB

(1 + 1
2ℓ+1

)(ℓ− 1
2
)EB

· · ·

—

—

(1− 1
2ℓ+1

)(ℓ− 1
2
)EB

(1− 1
2ℓ+1

)(ℓ− 3
2
)EB

· · ·

▼

s = 0なら J = ℓ → (2ℓ+ 1)個に分かれる。正常ゼーマン効果

s = 1/2なら J = ℓ± 1
2

→ 2(2ℓ+ 1)個に分かれる。

一般に s = 奇数
2

J =


ℓ+ s

· · ·
ℓ− s

→ (2s+ 1)︸ ︷︷ ︸
偶数

×(2ℓ+ 1)個に。}
異常ゼーマン効果

（スピンがないと説明が難しい）
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case 2. 強磁場

step (1) まずは ĤLS → 0として、Ĥ0 + ĤBを対角化

|n, ℓ, s︸ ︷︷ ︸
略

, ℓz︸︷︷︸
L̂3

, sz︸︷︷︸
Ŝz

⟩が良いベース

(Ĥ0+ ĤB︸︷︷︸
e

2m
Bz(L̂z + 2Ŝz)

) |ℓz, sz⟩ = (En+
eℏB
2m︸︷︷︸
EB

(ℓz+2sz)) |ℓz, sz⟩ ———(⋆)

▼ 以下 s = 1/2の場合を考える。

(⋆)より、(ℓz + 2sz)が同じときエネルギーが縮退。

|ℓz, sz⟩ =

{∣∣m+ 1,−1
2

⟩∣∣m− 1, 1
2

⟩ が共に ℓz+2sz = m, E = En+mEB （２重縮退）

⟨ℓ′z, s′z|
(
Ĥ0 + ĤB

)
|ℓz, sz⟩の行列は

En1(4ℓ+2)×(4ℓ+2)

+EB



ℓ+ 1

ℓ

ℓ− 1

ℓ− 1

· · ·
m

m

· · ·
−ℓ+ 1

−ℓ+ 1

−ℓ
−ℓ− 1



⇐= |ℓ, 1/
2⟩

⇐= |ℓ− 1, 1/2⟩

⇐= |ℓ,−1
/2⟩

⇐= |ℓ− 2, 1/2⟩

⇐= |m+ 1,−1/2⟩

⇐= |m−
1, 1/2⟩

これが摂動前。
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step (2) ĤLSで摂動

ξ
ˆ⃗
L · ˆ⃗S = ξ

(
L̂zŜz +

1

2
(L̂+Ŝ− + L̂−Ŝ+)

)
L̂z, L̂+, L̂−は ℓzをせいぜい±1の範囲でしか動かさないので

⟨m− 1,
1

2
|ξ ˆ⃗L · ˆ⃗S|m+ 1,

1

2
⟩ = 0

また
⟨ℓz, sz|ξ

ˆ⃗
L · ˆ⃗S|mℓz, sz⟩ = ξℏ2︸︷︷︸

ELS

ℓzsz

よって部分行列に対する摂動は

|m+ 1,−1/2⟩ |m− 1, 1/2⟩[
ĤLS

]
2×2

=

(
−1

2
(m+ 1)

1
2
(m− 1)

)
ELS

すでに対角化されている。したがって

··
·

|m− 1, 1/2⟩ XXXXXXz En +mEB − 1
2
(m+ 1)ELS

|m+ 1,−1/2⟩ ������: En +mEB + 1
2
(m− 1)ELS

··
·

|ℓ− 2, 1/2⟩ XXXXXXz En + (ℓ− 1)EB − 1
2
ℓELS

|ℓ,−1/2⟩ ������: En + (ℓ− 1)EB + 1
2
(ℓ− 2)ELS

|ℓ− 1, 1/2⟩ ������: En + ℓEB + 1
2
(ℓ− 1)ELS

|ℓ, 1/2⟩ ������: En + (ℓ+ 1)EB + 1
2
ℓELS

（6/10はココまで。）
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6/17ココから
先週は § 4.1.4の case 1 弱磁場、case 2 強磁場をやりました。

case 3. ℓ = 1, s = 1/2の場合の厳密解
ℓ = 1, s = 1/2のとき、

case 1 より、弱Bのとき



En +
1

2
ELS +



2EB · · · (A)
2

3
EB · · · (B)

−2

3
EB · · · (C)

−2EB · · · (A)

En − ELS +


1

3
EB · · · (B)

−1

3
EB · · · (C)

case 2 より、強Bのとき



En + 2EB +
1

2
ELS · · · (A)

En + EB + 0 · · · (B)

En + 0− 1

2
ELS · · · (B)(C) 2重。たまたま　1

2
(ℓ− 2) = −1

2
ℓ

En − EB + 0 · · · (C)

En − 2EB +
1

2
ELS · · · (A)

厳密解は、ĤB = (EB/ℏ)(L̂z+2Ŝz)およびĤLS = (ELS/ℏ2)
(
L̂zŜz +

1
2
(L̂+Ŝ− + L̂−Ŝ+)

)
を用いて ⟨ℓ′z, s′z|Ĥ|ℓz, sz⟩を求めると

|1, 1/2⟩ |1,−1/2⟩ |0, 1/2⟩ |0,−1/2⟩ |−1, 1/2⟩ |−1,−1/2⟩

En16×6+



1
2
ELS + 2EB

−1
2
ELS

1√
2
ELS

1√
2
ELS +EB

−EB
1√
2
ELS

1√
2
ELS −1

2
ELS

1
2
ELS − 2EB


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固有値は、rB = EB/ELSとして

En +
1

2
ELS (1± 4rB) · · · (A)

En +
1

2
ELS

((
rB −

1

2

)
±
√
r2B + rB +

9

4

)
· · · (B)

En +
1

2
ELS

((
−rB −

1

2

)
±
√
r2B − rB +

9

4

)
· · · (C)

rB ≪ 1として rBで展開すれば case 1、rB ≫ 1として r−1
B で展開すれば

case 2 の結果が再現出来る。

講義後、前ページの (A)(B)(C)を修正しました。(6/17)
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§ 4.2 摂動論（時間発展） （6/17）� �
やりたいこと：

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ を解きたい。� �

以下 § 4.2では ℏ = 1とする。（あるいは Ĥ/ℏを Ĥと書く。）

§ 4.2.1 摂動なし

▼

Ĥ = Ĥ0

解けている（Ĥ0 |n⟩ = En |n⟩のEn, |n⟩を知っている）とする。

i
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ0 |ψ(t)⟩

の解は

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0t |ψ(0)⟩ ———————(1)(
=

∞∑
k=0

(−iĤ0t)
k

k!
|ψ(0)⟩ · · · tで微分すると確かに d

dt
|ψ(t)⟩ = −iĤ0 |ψ(t)⟩

)

▼ [固有ベクトル |n⟩で展開してみると
|ψ(t)⟩ =

∑
n

⟨n|ψ(t)⟩︸ ︷︷ ︸
展開係数

|n⟩

(1)より

⟨n|ψ(t)⟩ =
∑
m

⟨n| e−iĤ0t |m⟩︸ ︷︷ ︸
→ e−iEmt |m⟩

⟨m|ψ(0)⟩

= e−iEnt⟨n|ψ(0)⟩

各展開係数が e−iEntで振動するだけ。 ]
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§ 4.2.2 摂動あり
▼

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′(t) ———————(2) 摂動項／相互作用項

Ĥ ′は時間によってもよらなくても良い。

Ĥ0の固有ベクトル |n⟩の言葉で時間発展を追いたい。

▼ 解きたい式は

i
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ —————(3)

Ĥ ′ = constのとき、そのまま形式的に解くと

|ψ(t)⟩ = e−iĤt |ψ(0)⟩

しかし　 ̸=e−iĤ′te−iĤ0t |ψ(0)⟩

=
(
1− iĤ ′t+ · · ·

)
e−iĤ0t |ψ(0)⟩

( )

▼ Ĥ ′ → 0のとき § 4.2.1より

|ψ(t)⟩|H′→0 = e−iĤ0t︸ ︷︷ ︸
t 依存性

|ψ(0)⟩

だったので、この分をあらかじめ factorizeして

|ψ(t)⟩ = e−iĤ0t |ψ(t)⟩I ———————(4)

つまり� �
|ψ(t)⟩I︸ ︷︷ ︸
相互作用表示

≡ e+iĤ0t |ψ(t)⟩

� �
(2)(4)を解きたい式 (3)に代入すると

i
d

dt

(
e−iĤ0t |ψ(t)⟩I

)
=
(
Ĥ0 + Ĥ ′(t)

)(
e−iĤ0t |ψ(t)⟩I

)
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整理すると� �
i
d

dt
|ψ(t)⟩I = ĤI(t) |ψ(t)⟩I ———————(5)

where ĤI(t) ≡ e+iĤ0tĤ ′(t)e−iĤ0t

(注：Ĥ ′が tによらなくても ĤI(t)は一般に tによる。)� �
(5)の解 |ψ(t)⟩I が求まれば、(4)より |ψ(t)⟩が求まる。

▼ [ ψ(t)I を |n⟩で展開すると

|ψ(t)⟩I =
∑
n

⟨n|ψ(t)⟩I︸ ︷︷ ︸
係数

|n⟩

(5)より

i
d

dt
⟨n|ψ(t)⟩I =

∑
m

⟨n|ĤI(t)|m⟩⟨m|ψ(t)⟩I ———————(5)′

これの解 ⟨n|ψ(t)⟩I が分かれば (4)より

|ψ(t)⟩ =
∑
n

⟨n|ψ(t)⟩︸ ︷︷ ︸
= ⟨n|e−iĤ0t|ψ(t)⟩I

|n⟩

= e−iEnt⟨n|ψ(t)⟩I ]

▼ さて、(5)あるいは (5)’の解は？

▼ 似た問題として、
i
d

dt
f(t) = h(t)f(t)

を考えると、これの解は

f(t) = e
−i

∫ t

0

h(t′)dt′

f(0)

となる。

71



▼ では (5)の解は

|ψ(t)⟩I ??? =??? e
−i
∫ t

0

dt′ĤI(t
′)
|ψ(o)⟩I ———————(6)

だろうか。 No. これは間違い

▼ CHECK ∫ t

0

dt′ĤI(t
′) = ϕ̂(t)

とおくと

(6)の右辺 = e−i ˆϕ(t) |ψ(0)⟩I =
∞∑
n=0

1

n!

(
−i ˆϕ(t)

)n
|ψ(0)⟩I

i
d

dt
((6)の右辺) =

∞∑
n=0

1

n!
i
d

dt

(
−i ˆϕ(t)

)n
|ψ(0)⟩I

=
∞∑
n=1

1

n!


n−1∑
k=0

(
−i ˆϕ(t)

)k ( d

dt
ϕ̂(t)

)
︸ ︷︷ ︸
ĤI(t)

(
−i ˆϕ(t)

)n−k−1

 |ψ(0)⟩I

⇐=×⇐=
[
一般には [ĤI(t), ϕ̂(t)] ̸= 0 なので、ĤI(t)を前に出せない

]
̸= ĤI(t)

∞∑
n=1

1

n!
(n− 1)

(
−i ˆϕ(t)

)n−1

︸ ︷︷ ︸
e−iϕ̂(t)

|ψ(0)⟩I

= ĤI(t)× ((6)の右辺)
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▼ 正解は� �

|ψ(t)⟩I = T

e−i
∫ t

0

dt′ĤI(t
′)

 |ψ(0)⟩I ———————(7)

� �
T: 「T積」「時間順序積」

T
(
â(t1)b̂(t2)

)
=

{
â(t1)b̂(t2) t1 > t2

b̂(t2)â(t1) t2 > t1

▼ CHECK

(7)の右辺 = T

[
∞∑
n=0

1

n!

(
−i ˆϕ(t)

)n]
|ψ(0)⟩I

i
d

dt
((7)の右辺) =

∞∑
n=1

1

n!
T

[
n−1∑
k=0

(
−i ˆϕ(t)

)k
ĤI(t)

(
−i ˆϕ(t)

)n−k−1
]
|ψ(0)⟩I

⇐=◎⇐=[
ϕ̂(t) =

∫ t

0

ĤI(t
′)dt′ で t > t′ なので、ĤI(t)を一番左に出せる

]
= ĤI(t)

∞∑
n=1

1

n!
T

[
(n− 1)

(
−i ˆϕ(t)

)n−1
]

︸ ︷︷ ︸
Te−iϕ̂(t)

|ψ(0)⟩I

= ĤI(t)× ((7)の右辺)

▼ [(7)を成分表示すると（←→ (5)’の解）

⟨n|ψ(t)⟩I = T︸︷︷︸
行列を t 順に

∑
m

[
exp

(
−i
∫ t

0

dt′
[
H̃I(t

′)
])]

nm

⟨m|ψ(0)⟩I

ただし
[
H̃I(t)

]
は行列で、

[
H̃I(t)

]
kℓ
= ⟨k|ĤI(t)|ℓ⟩。]
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(7)を展開すると

|ψ(t)⟩I = |ψ(0)⟩I +
∑
n=1

1

n!
T

(
−i
∫ t

0

dt′ĤI(t
′)

)n

|ψ(0)⟩I

= |ψ(0)⟩I +
∑
n=1

∫ t

0

dtn

∫ tn

0

dtn−1 · · ·
∫ t3

0

dt2

∫ t2

0

dt1ĤI(tn) · · · ĤI(t1) |ψ(0)⟩I

(とも書ける。（証明略）)

= |ψ(0)⟩I − i
∫ t

0

dt′ĤI(t
′) |ψ(0)⟩I + · · · ———————(8)

§ 4.2.3 遷移確率を求めてみると・・・

Ĥ0の固有状態 |i⟩から |f⟩に移る確率は（f ̸= i）

Pi→f (t) = | ⟨f | e−iĤt |i⟩︸︷︷︸
|ψ(0)⟩︸ ︷︷ ︸

|ψ(t)⟩

|2 = |⟨f |ψ(t)⟩|2

((3)より) = | ⟨f | e−iĤ0t︸ ︷︷ ︸
eiEf t

|ψ(t)I⟩ |2 = |⟨f |ψ(t)⟩I |2

((8)より) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣⟨f |i⟩︸︷︷︸
=0

−i
∫ t

0

dt′ ⟨f | ĤI(t
′)︸ ︷︷ ︸

e+iĤ0tĤ ′(t)e−iĤ0t

|i⟩+O(HI)
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∫ t

0

dt′⟨f |Ĥ ′(t)|i⟩ei(Ef−Ei)t +O(H ′)2
∣∣∣∣2

さらにĤ ′(t) = const (for [0, t]) とすると積分が実行出来て

=

(
2 sin(∆E t/2)

∆E

)2 ∣∣∣⟨f |Ĥ ′|i⟩
∣∣∣2

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

(
2

∆E

)2 ∣∣∣⟨f |Ĥ ′|i⟩
∣∣∣2

2πℏ
∆E

・・・6/17 ここまで

Pi→f

t

�����:
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� �
以下の【問題１】～【問題３】のうち１つ以上 に答えて提出すること。� �

【問題１】Wigner-Eckart の定理について

(1) どのような定理か述べよ。

(2) 定理を証明せよ。

(3) 具体例を１つ挙げよ。

【問題２】量子力学におけるビリアル定理について

(1) どのような定理か述べよ。

(2) 定理を証明せよ。

(3) 具体例を１つ挙げよ。

【問題３】ハミルトニアンのエネルギー固有値を求める摂動の問題を考え、
エネルギー固有値を摂動の２次まで求めよ。

以上

1
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§ 4.3 準古典近似（WKB近似） (7/1～)

§ 4.3.1 WKB近似

やりたいこと� �
１次元の Schrödinger eq. （x表示、定常状態）(

− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
φ(x) = Eφ(x) ——— (1)

を

φ(x) = e
i
ℏS(x)

S(x) = S0(x) + ℏS1(x) + ℏ2S2(x) · · ·

と置いて解きたい。� �

▼ まずは代入してみる(
1

2m
(S ′(x))

2 − iℏ
2m

S ′′(x) + V (x)− E
)
e

i
ℏS(x) = 0

∴ (S ′(x))
2 − 2m (E − V (x))− iℏS ′′(x) = 0 ——— (1)’

ここまでは元の Schrödinger eq. (1) と同値。

▼ これを

S(x) = S0(x) + ℏS1(x)︸ ︷︷ ︸
WKB近似

+ℏ2S2(x) · · · ——— (2)

として解く。

Comments

1.[ ]S(x)→ S(x) + constとしても解なので、S0(x), S1(x), · · · の
const. term に意味はない

2. ℏ =定数なのに ℏ展開って何だ？（→後述）

3. S ′
0(x)は（E > V (x)のとき）古典解の運動量 p(x)（→後述）
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▼ (2)を (1)’に代入すると

ℏ0 : (S ′
0)

2
= 2m (E − V (x)) ⇐⇒古典解

ℏ1 : 2S ′
0S

′
1 − iS ′′

0 = 0 · · ·ここまでがWKB近似

ℏ2 : 2S ′
0S

′
2 + (S ′

1)
2 − iS ′′

1 = 0

· · ·

解は　 S ′
0(x) =

{
±p(x) ≡ ±

√
2m(E − V (x)) for E > V (x)

±iκ(x) ≡ ±i
√

2m(V (x)− E) for E < V (x)

S1(x)
′ =

i

2

S ′′
0

S ′
0

=
i

2
(lnS ′

0)
′

——— (3)

∴ iS1(x) = −
1

2
(lnS ′

0)
′
+ const

eiS1(x) =
1√
S ′
0(x)

× const

よって　φ(x) = e
i
ℏ (S0(x)+ℏS1(x)+ℏ2S2(x)··· )

≃ 1√
S ′
0(x)

e
i
ℏS0(x)+ℏS2(x)···����

無視
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V(x)

E

x

古典回帰点

x0
(A) (B)(C)

(A): E > V (x) 古典的に許されている領域

φ(x) ≃ 1√
p(x)

(
c1e

−i
ℏ

∫ x dx′p(x′) + c2e
+i
ℏ

∫ x dx′p(x′)
)

▼ 古典的な運動における運動量を pclとおくと

E =
p2cl
2m

+ V (x)→ pcl(x) = ±
√

2m(E − V (x))

これは S ′
0(x) = ±p(x)に他ならない。

(B): E < V (x)

φ(x) ≃ 1√
κ(x)

(
c′1e

−1
ℏ

∫ x dx′κ(x′) + c′2e
1
ℏ
∫ x dx′κ(x′)

)

WKB近似による

Schrödinger eq.の解

������

HHHHHY

(C): E ≃ V (x) このとき、(3)より分母の p(x), κ(x) ≃ 0。WKBが使えない。
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V(x)

E

x

x0

▼ WKBがよい近似であるための条件

S ′ = S ′
0 + ℏS ′

1 + · · ·

なので
|S ′

0| ≫ ℏ|S ′
1|

が必要。(3)を用いると、

⇐⇒ ℏ≪ 4
√
2m|E − V (x)|3/2

|V ′(x)|
——— (4)

x = x0の近くで

V (x) = V (x0)︸ ︷︷ ︸
=E

+V ′(x0)(x− x0) + · · ·

と近似すると

(4)⇐⇒ |x− x0| ≫
(

ℏ2

32m|V ′(x0)|

)1/3

– 古典回帰点から十分離れていることが必要。

– 離れていれば、古典的に許されないE < V (x)の領域でもよい
近似になっている。

– x0に近いところは Schrödinger eq. に戻ってちゃんと解く。
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§ 4.3.2 具体例：トンネル効果

-

6

V0

Aeikx/ℏ

Be−ikx/ℏ

-

�
-

Ceikx/ℏ

-�
a( )E =

k2

2m
< V0のとき

透過確率は（κ =
√
2m(V0 − E)として）

T =
jC
jA

=

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 = 1

1 +
V 2
0

4E(V0 − E)
sinh2

(κa
ℏ

)
(
j =
−iℏ
2m

(φ∗φ′ − φφ∗) 確率の流れ
)

=⇒これの一般化

V(x)

E

x
a b

どーなる？？・・・・・答は・・・・・

T ≃ exp

[
−2

ℏ

∫ b

a

√
2m(V (x)− E)dx

]

80



▼ 計算の方針

�
���

�
�
�
�
�
�
�
�� 6

φ(x) = φ1,in(x) + φ1,out(x)

=
C1,in√
p(x)

e

i

ℏ

∫ x

p(x′)dx′

+
C1,out√
p(x)

e
− i
ℏ

∫ x

p(x′)dx′ φ(x) ∼ 1√
κ(x)

e
±1

ℏ

∫ x

κ(x′)dx′

φ(x) = φ3(x)

=
C3√
p(x)

e

i

ℏ

∫ x

p(x′)dx′

透過率

T =
j3
j1,in

=

−iℏ
2m

(φ∗φ′ − φφ′∗)3

−iℏ
2m

(φ∗φ′ − φφ′∗)1,in

=

∣∣∣∣ C3

C1,in

∣∣∣∣2 = ∣∣∣∣exp [−1

ℏ

∫ b

a

√
2m(V (x)− E)dx

]∣∣∣∣26

x ∼ a, x ∼ bのところをうまくつないで比を求める。（以下コレの
説明をする。）

81



▼ （とても）大雑把な説明
a < φ(x) < bでの波動関数を

φ(x) ≃ φ+(x) + φ−(x)

=
C+√
κ(x)

e
+
1

ℏ

∫ x

a

κ(x′)dx′

+
C−√
κ(x)

e
−1

ℏ

∫ x

a

κ(x′)dx′

とすると、波動関数の変化は

φ(x ∼ b)

φ(x ∼ a)
∼ C+e

M/ℏ + C−e
−M/ℏ

C+ + C−
, where M =

∫ b

a

dx
√
2m(V (x)− E)

一方、x ∼ bで進行波 φ ∼ e(i/ℏ)
∫
pdxに

つなげるためには

φ+(b) ∼ φ−(b)

（片方だけだと φ ∼ e(−i/ℏ)
∫
pdxも出てくる

→ 後でもうちょいちゃんと見る）

よって

C+e
M/ℏ ∼ C−e

−M/ℏ

以上より

φ(x ∼ b)

φ(x ∼ a)
∼ C−e

−M/ℏ

C−e−2M/ℏ + C−
∼ e−M/ℏ (M ≫ ℏを仮定)

j3
j1,in

∝
∣∣∣∣φ(x ∼ b)

φ(x ∼ a)

∣∣∣∣2 ∼ e−2M/ℏ

a < x < bの間に波動関数が e−M/ℏだけ減衰する、というのが効い
ている。

・・・・・7/1 ココまで

82



もうちょっとちゃんとしたつなぎ方

§ 4.3.3 接続公式 （7/8～）

▼ まず x ≃ aを考える。（V ′(a) > 0）

V(x)

E

x
a

V(X)を１次で近似
WKB近似 WKB近似

（WKB近似とV の１次近似の良い領域に重なりがあることを仮定）

▼

V (x) ≃ E + V ′(a)(x− a)

この近似の下、Schrödinger eq. を解く。

0 =

(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)− E

)
φ(x)

≃
(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V ′(a)(x− a)

)
φ(x)

ここで

λ ≡ 2mV ′(a)

ℏ2
, y ≡ λ1/3(x− a) ———— (1)

とすると (
d2

dy2
− y
)
φ = 0
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これの解は

φ(y) = CA

√
πAi(y) + CB

√
πBi(y) ———— (2)

A
AK
������1

積分定数

（
√
πは後のため）

6
XXXXXXXy

Airy関数

（定義などは略）

-10 -8 -6 -4 -2 2 4

0.5

1.0

1.5

y

Ai(y)

Bi(y)

-

6

�������

�������

E

V (x)

a x▼ Airy関数の以下の性質を用いる

1

(−y)1/4
cos

[
2

3
(−y)3/2 − π

4

]
y → −∞←−−−−−−−−

√
πAi(x) y →∞−−−−−−→

1

2y1/4
exp

[
−2

3
y3/2

]
1

(−y)1/4
cos

[
2

3
(−y)3/2 + π

4

]
y → −∞←−−−−−−−−

√
πBi(x) y →∞−−−−−−→

1

y1/4
exp

[
+
2

3
y3/2

]
よって一般解 (2)は y → ±∞で

φ(y)


y → −∞−−−−−−−−→

1

(−y)1/4

(
CA cos

[
2

3
(−y)3/2 − π

4

]
+ CB cos

[
2

3
(−y)3/2 + π

4

])
y → +∞−−−−−−−−→

1

y1/4

(
CA

2
exp

[
−2

3
y3/2

]
+ CB exp

[
+
2

3
y3/2

])
(3)
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▼ (3)は実はWKB解に接続している！

(1)より

p(x) =
√
2m(E − V (x)) ≃

√
2mV ′(a)(a− x) = ℏλ1/3

√
−y

κ(x) =
√
2m(V (x)− E) ≃

√
2mV ′(a)(x− a) = ℏλ1/3

√
y

L(x) ≡ 1

ℏ

∫ x

a

p(x′)dx′ = −2

3
(−y)3/2

M(x) ≡ 1

ℏ

∫ x

a

κ(x′)dx′ =
2

3
y3/2

これらを (3)に代入して整理すると

φ(x ∼ a)



x < a−−−−−→
ℏ1/2λ1/6√
p(x)

(
CA cos

[
L(x) +

π

4

]
+ CB cos

[
L(x)− π

4

])
=

ℏ1/2λ1/6√
p(x)

(
CA + iCB√
2(1 + i)

e−iL(x) +
iCA + CB√
2(1 + i)

e+iL(x)

)
x > a−−−−−→

ℏ1/2λ1/6√
κ(x)

(
CA

2
e−M(x) + CBe

+M(x)

)
これはWKB近似式に他ならない。

C− = ℏ1/2λ1/6
CA

2
C+ = ℏ1/2λ1/6CB

とおいて、以下の接続公式が得られた。(
2iC− + C+√

2(1 + i)

)
︸ ︷︷ ︸

C1,in

1√
p(x)

e+iL(x) +

(
2C− + iC+√

2(1 + i)

)
︸ ︷︷ ︸

C1,out

1√
p(x)

e−iL(x)

x < a φ(x ∼ a) x > a
←−−−−−−−−−−−−−−−−→

C−
1√
κ(x)

e−M(x) + C+
1√
κ(x)

e+M(x) (4)
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▼ 全く同様にして、x ∼ b（V ′(b) < 0）での接続公式も得られて (図
を描こう)(次のページに追加の計算アリ。)

C̃−
1√
κ(x)

e−M̃(x) + C̃+
1√
κ(x)

e+M̃(x) x < b φ(x ∼ b) x > b
←−−−−−−−−−−−−−−−→(

2C̃+ + iC̃−√
2(1 + i)

)
︸ ︷︷ ︸

C3

1√
p(x)

e+iL̃(x) +

(
2iC̃+ + C̃−√

2(1 + i)

)
︸ ︷︷ ︸
C3,out = 0!

1√
p(x)

e−iL̃(x)(5)

ただし L̃(x) ≡ 1
ℏ

∫ x

b
p(x′)dx′ M̃(x) ≡ 1

ℏ

∫ x

b
κ(x′)dx′

▼ 式 (4)(5)を a < x < bで比べて

C−e
−M(x) = C̃−e

−M̃(x)

C+e
+M(x) = C̃+e

+M̃(x)

→ C−

C̃−
=
C̃+

C+

= eM(x)−M̃(x) = exp

[
1

ℏ

∫ b

a

κ(x)dx

]
≡ eA

C3,out = 0より

2iC̃+ + C̃− = 0 (２つのモードが同程度)

▼ 以上より透過率は

T =

∣∣∣∣ C3

C1,in

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣2C̃+ + iC̃−

2iC− + C+

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ 4C̃+

4eAC̃+ + e−AC̃+

∣∣∣∣∣
2

=

(
1

eA + 1
4
e−A

)2

≃ e−2A

§ 4.3.2で予告した結果が得られた。
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追加の計算・・・x ∼ b（V ′(b) < 0）での計算も一応書いておきます。

V (x) ≃ E + V ′(b)(x− b)

Schrödinger eq. は

0 ≃
(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V ′(b)(x− b)

)
φ(x)

そこで

λ ≡ −2mV
′(b)

ℏ2
, z ≡ λ1/3(x− b)

とすると (
d2

dz2
+ z

)
φ = 0

一般解は
φ(z) = C̃A

√
πAi(−z) + C̃B

√
πBi(−z)

z → ±∞で

φ(z)


z → −∞−−−−−−−−→

1

(−z)1/4

(
C̃A

2
exp

[
−2

3
(−z)3/2

]
+ C̃B exp

[
+
2

3
(−z)3/2

])
z → +∞−−−−−−−−→

1

z1/4

(
C̃A cos

[
2

3
z3/2 − π

4

]
+ C̃B cos

[
2

3
z3/2 +

π

4

])
これを

p(x) =
√
2m(E − V (x)) ≃

√
−2mV ′(b)(x− b) = ℏλ1/3

√
z

κ(x) =
√
2m(V (x)− E) ≃

√
−2mV ′(b)(b− x) = ℏλ1/3

√
−z

L̃(x) ≡ 1

ℏ

∫ x

b

p(x′)dx′ =
2

3
z3/2

M̃(x) ≡ 1

ℏ

∫ x

b

κ(x′)dx′ = −2

3
(−z)3/2

を用いて整理すると

φ(x ∼ b)


x < b−−−−−→

ℏ1/2λ1/6√
κ(x)

(
C̃A

2
e+M̃(x) + C̃Be

−M̃(x)

)

x > b−−−−−→
ℏ1/2λ1/6√
p(x)

(
iC̃A + C̃B√
2(1 + i)

e−iL̃(x) +
C̃A + iC̃B√
2(1 + i)

e+iL̃(x)

)
C̃+ = ℏ1/2λ1/6C̃A/2、C̃− = ℏ1/2λ1/6C̃B とおけば (5)式を得る。
——— 追加の計算ココまで
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§ 5 対称性と保存則

§ 5.1 運動量pは並進、角運動量Lは回転の生成子 　（～

7/8）

§ 5.1.1 p⃗は並進

a⃗ = real のとき、演算子

Û (⃗a) = e−i⃗a· ˆ⃗p/ℏ =
∑
n=0

1

n!

(
−i⃗a · ˆ⃗p

ℏ

)n

は座標を a⃗だけずらす：

Û (⃗a) |x⃗⟩ = |x⃗+ a⃗⟩

check

Û (⃗a) = eX̂ X̂ ≡ −i⃗a ·
ˆ⃗p

ℏ
として [

x̂j, X̂
]
=
−iak
ℏ

[x̂j, p̂k]︸ ︷︷ ︸
=iℏδjk

= aj

[
x̂j, X̂

2
]
= X̂

[
x̂j, X̂

]
+
[
x̂j, X̂

]
X̂ = 2ajX̂[

x̂j, X̂
n
]
= nX̂n−1aj（帰納法）

∴
[
x̂j, Û (⃗a)

]
= Û (⃗a) aj

よって

x̂j

(
Û (⃗a) |x⃗⟩

)
= Û (⃗a)(x̂j + aj) |x⃗⟩)

= (xj + aj)
(
Û (⃗a) |x⃗⟩

)
よって

Û (⃗a) |x⃗⟩ ∝ |x⃗+ a⃗⟩

規格化は・・・Û (⃗a) |x⃗⟩ = f (⃗a) |x⃗+ a⃗⟩とすると
Û (⃗a)†Û (⃗a) = 1、⟨x⃗|x⃗′⟩ = δ(x⃗− x⃗′)、Û (⃗a)Û (⃗b) = Û (⃗a+ b⃗)より
f (⃗a) = exp(i⃗k0 ·a⃗) with k⃗0 = const。ˆ⃗p→ ˆ⃗p+a⃗と再定義すると、f (⃗a) = 1。
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§ 5.1.2 L⃗は回転

n⃗ =単位ベクトル、θ = real のとき、演算子

Û(θn⃗) = e−iθn⃗· ˆ⃗L/ℏ =
∑
k=0

1

k!

(
−iθn⃗ · ˆ⃗L

ℏ

)k

は座標を n⃗軸周りに角度 θだけ回転する。

Û(θn⃗) |x⃗⟩ = |R(θn⃗)x⃗⟩

ただしR(θn⃗)は３次元の回転行列。

n⃗ = (0, 0, 1)（Z軸回りの回転）の場合で check

Û(θn⃗) = eŶ Ŷ ≡ −iθn⃗ ·
ˆ⃗
L

ℏ

として

[x̂j, Ŷ ] =
−iθ
ℏ

[x̂j, L̂3︸︷︷︸
=x̂1p̂2−x̂2p̂1

] =


−θx̂2 (j = 1)

θx̂1 (j = 2)

0 (j = 3)
 x̂1

x̂2
x̂3

 , Ŷ

 =

 −θ
θ

0


 x̂1

x̂2
x̂3


行列（or 演算子）X̂, Ŷ に対する公式

e−Ŷ X̂eŶ = X̂ + [X̂, Ŷ ] +
1

2!
[[X̂, Ŷ ], Ŷ ] + · · ·

を用いて

e−Ŷ

 x̂1
x̂2
x̂3

 eŶ =
1

n!

 −θ
θ

0


n x̂1

x̂2
x̂3

 =

 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

1


︸ ︷︷ ︸

R(θn⃗)

 x̂1
x̂2
x̂3


∴ x̂jÛ(θn⃗) = Û(θn⃗) [R(θn⃗)x̂]j

89



よって

x̂j

(
Û(θn⃗) |x⃗⟩

)
= Û(θn⃗) [R(θn⃗)x̂]j |x⃗⟩

= [R(θn⃗)x]j

(
Û(θn⃗) |x⃗⟩

)
∴ Û(θn⃗) |x⃗⟩ ∝ |R(θn⃗)x⃗⟩

規格化はさっきと同様、Û †Û = 1より phase factor を除いて１に取れる。
（・・・7/8 ココまで）
（・・・7/15 ココから）

§ 5.2 ユニタリー演算子とエルミート演算子 　（7/15～）

Âがエルミート：Â† = Â

Û がユニタリー：Û †Û = Û Û † = 1

Âがエルミートのとき、

eiÂ =
∑
n=0

1

n!
(iÂ)n

はユニタリー。
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§ 5.3 対称性と保存則

まとめ� �
[Ĥ, Â] = 0

⇐⇒ eiĤt/ℏÂe−iĤt/ℏ = Â 保存則 § 5.4

⇐⇒ eiαÂĤe−iαÂ = Ĥ 対称性 § 5.5� �
例１：Ĥ =

ˆ⃗p
2

2m
　のとき

[Ĥ, p̂k] = 0

⇐⇒ eiĤt/ℏp̂ke
−iĤt/ℏ = p̂k 運動量保存 § 5.4

⇐⇒ ei⃗a·
ˆ⃗pĤe−i⃗a· ˆ⃗p = Ĥ 並進対称性 § 5.5

（§ 5.1.1: pは並進）

例２：Ĥ =
ˆ⃗p
2

2m
+ V (r)︸︷︷︸
球対称

　のとき

[Ĥ, L̂k] = 0

⇐⇒ eiĤt/ℏL̂ke
−iĤt/ℏ = L̂k 角運動量保存 § 5.4

⇐⇒ eiθ⃗·
ˆ⃗
LĤe−iθ⃗· ˆ⃗L = Ĥ 回転対称性 § 5.5

（§ 5.1.2: Lは回転）
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§ 5.4 保存量

保存量Aがある：対応する演算子 Âに対して

[Ĥ, Â] = 0 ———————(1)

▼ Schrödinger 描像
Schrödinger eq. を満たす任意の |α(t)⟩, |β(t)⟩に対して

d

dt
⟨α(t)|Â|β(t)⟩ =

(
d

dt
⟨α(t)|

)
︸ ︷︷ ︸
1

−iℏ
⟨α(t)| Ĥ

Â |β(t)⟩+ ⟨α(t)| Â
(
d

dt
|β(t)⟩

)
︸ ︷︷ ︸
1

iℏ
Ĥ |β(t)⟩

=
i

ℏ
⟨α(t)|

[
Ĥ, Â

]
|β(t)⟩

= 0 [← (1)] ・・・Âの行列要素は time-independent

特に Âの期待値 ⟨ψ(t)|Â|ψ(t)⟩が time-indepedent.

▼ Heisenberg 描像

ÂH(t) = eiĤt/ℏÂe−iĤt/ℏ = ÂH(0) = Â · · · time-independent

▼ 例

例１：　Ĥ =
ˆ⃗p
2

2m
　のとき　 [Ĥ, ˆ⃗p] = 0 =⇒運動量 p⃗が保存

例２：　Ĥ =
ˆ⃗p
2

2m
+ V (r)　のとき　 [Ĥ,

ˆ⃗
L] = 0 =⇒角運動量 L⃗が保存
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§ 5.5 対称性

§ 5.5.1 ユニタリー演算子と対称性

▼ Û : Û †Û = Û Û † = 1

（例：Û(a) = ei⃗a·
ˆ⃗p、a⃗：実数）

任意の |α⟩、|β⟩に対して

ユニタリー変換

{
|α⟩ → |α′⟩ = Û |α⟩
|β⟩ → |β′⟩ = Û |β⟩

⟨α′|β′⟩ = ⟨α|Û †Û |β⟩ = ⟨α|β⟩

▼ 「系に対称性がある」
←→ ユニタリー変換 Û があって、[Ĥ, Û ] = 0⇐⇒ ÛĤÛ † = Ĥ

このとき

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩　　なら

iℏ
d

dt

(
Û |ψ(t)⟩

)
= ÛĤ |ψ(t)⟩ = Ĥ

(
Û |ψ(t)⟩

) (
Û |ψ(t)⟩も |ψ(t)⟩と同じ時間発展

)
あるいは

⟨β′|e−iĤt/ℏ|α′⟩ = ⟨β|Û †e−iĤt/ℏÛ |α⟩ = ⟨β|e−iĤt/ℏ|α⟩
(|α⟩ → |β⟩ の振幅と |α′⟩ → |β′⟩ の振幅が同じ )
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▼ 連続と離散
H Û

H = p2/2m Û(a) = eia·p̂ 並進（連続対称性）
H = p2/2m+ V (x2) Û |x⟩ = |−x⟩ パリティ（離散対称性）

▼ Ĥを不変にするユニタリー変換 Û の集合は群をなす。
積：　Û1Û2

逆：　Û−1 = Û †

単位元：　 1
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§ 5.5.2 連続対称性の生成子と保存量

Û :

{
Û †Û = 1

[Ĥ, Û ] = 0

▼ Û が単位元の近くでN 個の実パラメータで展開出来るとする。

Û(ϵ) = 1+ i

N∑
a=1

ϵaT̂a +O(ϵ2)

@
@@I

T̂a：生成子

▼ Û †Û = 1より (1− iϵaT̂ †
a )(1+ iϵaT̂a) = 1+O(ϵ2)

よって
T̂ †
a = T̂a：エルミート。

▼ [Ĥ, Û ] = 0より
[Ĥ, T̂a] = 0：T̂aは何か保存量を表す！

▼ Û(ϵ2)†Û(ϵ1)†Û(ϵ2)Û(ϵ1) = Û(f(ϵ1, ϵ2)) として展開すると

[T̂a, T̂b] = i
N∑
c=1

f c
abT̂c

@
@@I

実係数「構造定数」も示せる。

▼ 例：

Û(a) = e−ia·p̂/ℏ (並進) Û(θ⃗) = e−iθ⃗· ˆ⃗L/ℏ (回転)

Û(ϵ) = 1− iϵp̂/ℏ+ · · · Û (⃗ϵ) = 1− i⃗ϵ · ˆ⃗L/ℏ+ · · ·

@
@@I

生成子：p̂
@

@@I

生成子： ˆ⃗
L

f c
ab = ϵabc、SU(2)
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おしまい。お疲れさまでした。

§ 6 オマケ
9/2(火)の補講は成績と全く関係ない（もしかすると量子力学ともあま
り関係ない？）オマケの講義です。まだ何をやるか決めてません。
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