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第 I部

群論

1 物理学における対称性

• 離散的な対称性

– 座標反転に対して対称なポテンシャル V (−x) = V (x)

分子運動（水の分子，アンモニア分子）

– 同一粒子の入れ換え対称性
区別できない粒子を入れ換えても系は不変

– 格子の対称性
点群，結晶群，空間群

– パリティー，荷電共役, 時間反転

• 連続的な対称性

– 中心力ポテンシャル V (~x) = V (|~x|)
回転対称性 SO(3)

– 素粒子の対称性
フレーバー対称性 · · · 素粒子の分類に用いられる
ゲージ対称性

• 時空の対称性

– 回転対称性 ~x′ = R~x: R ∈ SO(3)

– Lorentz対称性 RtJR = J : J = diag(1,−1,−1,−1)

– 並進対称性 ~x′ = ~x + ~a

– Poincarré 対称性

– 一般座標対称性

– 超対称性 (フェルミオン ↔ ボソン)

対称性の果たす役割

• 波動関数，スペクトルに対する制限 ←→ 群の表現論
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– 分子運動

– 固体物理

– 素粒子の分類

• 理論構築における指導原理

– Maxwell方程式と Lorentz対称性

– 一般相対論と一般座標変換不変性

– Yang-Mills理論とゲージ対称性

2 対称性と群

対称性を特徴づけるものは何か

• 対称性の変換を続けて行っても，対称性である

• 逆変換が存在する

抽象化 −→　「群」

群の定義 集合Gが群である

1. 積が定義できる
a, b ∈ G → a · b ∈ G

2. 結合則： a, b, c ∈ Gに対して

(a · b) · c = a · (b · c)

3. 単位元の存在： e ∈ Gが存在して任意の a ∈ Gに対して

a · e = e · a = a

4. 逆元の存在： 任意の a ∈ Gに対して a−1 ∈ Gが存在して

a · a−1 = a−1 · a = e
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群の分類

• 有限群：|G| (Gの元の数＝位数)が有限な群 (↔ 無限群)

• 可換群　 (アーベル群)：群の積が可換．任意の a, b ∈ Gに対して

a · b = b · a

(↔ 非可換群 (Nonabelian group))

• 離散群：群が集合として離散的 (例：有限群，空間群)

↔ 連続群 (リー群) 連続位相を持ち微分可能 (例： SO(3), 並進群
(R))

群の例

• パリティ対称性 (Z2) x ↔ −x：
G = {e, σ}

e : x → x σ : x → −x

e · e = σ · σ = e , e · σ = σ · e = σ

• 巡回群 (Zn)：z = x + iyを複素数として σ : z → ωz (ω = e2πi/n)

←→ 360/n度回転
G = {e, σ, σ2, · · · , σn−1}

σr · σs = σr+s

ただし r + sはmod nで考える．有限，可換，離散群
|Zn| = n

• 置換群 (Sn)：同種粒子 (n個)の入れ換え
(

1 2 · · · n

a1 a2 · · · an

)

粒子 iを粒子 aiに置き換える．有限，非可換，離散群
|Sn| = n!

• 行列のなす群．群の積＝行列の積

GL(n,R) (GL(n,C)): 成分が実数 (複素数)の n行 n列の行列のな
す全体集合 (ただし行列式はゼロでないもの ↔ 逆元を持つため)
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O(n): {a ∈ GL(n,R), ata = E} (E : 単位行列)　 n次の直交行列
U(n):

{
a ∈ GL(n,C), a†a = E

}
(a† = (a∗)t) n次のユニタリー行列

SO(n) (SU(n))：　O(n) (U(n))の元で行列式が 1のもの

O(n,m) (U(n,m))：GL(n+m,R) (GL(n+m,C))の下でatJa = J

(a†Ja = J)を満たすもの．ただし J = diag(1, · · · , 1,−1, · · · ,−1) (1

が n個，-1がm個)

例：

– 中心対称な系の対称性： O(3)

– ローレンツ対称性： O(3, 1)

– フレーバー対称性： (典型的なものとして SU(n))

群表 群の積を表にしてまとめたもの

· · · b · · ·
...

...

a · · · a · b · · ·
...

...

例えばZ2に対しては次のようになる

e σ

e e σ

σ σ e

3 群論の基礎

この章の議論は主に有限群に対するものであり，無限群に拡張すると
きは適宜定義の変更が必要である．

準同型写像 (group homomorphism)

1. 写像 f : G1 → G2
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2. G1の 2個の元 a1, a2に対して

f(a1) · f(a2) = f(a1 · a2)

注意：Ker f = {g ∈ G1|f(g) = e} ⊂ G1, Im f = {f(g)|g ∈ G1} ⊂ G2 は
ともに群構造を持つ．

群の同型 (isomorphism) 群G1とG2が同型⇐⇒ 準同型写像 f が全単写
(bijection)

部分群 (subgroup) HがGの部分群

1. HがGの部分集合 H ⊂ G

2. HがGの積 ·について閉じている
a, b ∈ H → a · b ∈ H

剰余類 (coset) 群の割り算．H ⊂ Gを部分群（ただしH 6= Q）とする．
このとき群Gの元 gのHへの作用を

H · g = {h · g|h ∈ H} ⊂ G

g ·H = {g · h|h ∈ H} ⊂ G

と定義する．GをHを単位にした「細胞」に分割していく．最初の細胞と
してはH自身．2番目の細胞をHに含まれないGの元 g1を用いてH · g1

とする．このときH ∩H · g1 = φ となる．なぜならもし h1 ∈ H ∩H · g1

とすると，それは h2 ∈ Hが存在して h1 = h2 · g1となることを意味する
がそれは g1 = h−1

2 h1 ∈ Hを意味するので仮定に反するからである．以下
同様にして第 3の細胞，第 4の細胞を定義していくと，Gの全ての元が
どれかの細胞に属することになる，つまり

G = H ∪ (H · g1) ∪ · · · ∪ (H · gn−1)

という分割が定義できる．ここで右剰余類 (right coset) H\Gを集合の
集合，

H\G ≡ {H, H · g1, · · · , H · gn−1}
と定義する．同様に左剰余類 (left coset)を

G/H ≡ {H, g1 ·H, · · · , gn−1 ·H}
のように構成する．これらの集合の元の数 n = |G|/|H|（整数の割り算）
を，指数 (index)と呼び (G : H)と記す．注意：一般には右剰余類と左剰余類は異なる．
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不変部分群 (正規部分群) (invariant subgroup, normal subgroup) Gの
部分群Hが任意のGの元 gに対して

g ·H = H · g

（等号は集合として同じであることを意味する）を満たすときHをGの
不変部分群であるという．

明らかに不変部分群Hに対してはG/H = H\Gとなる．さらにこのと
き剰余類G/Hは次のような群構造を持つ．これを剰余類群 (coset group),

あるいは因子群 (factor group)と呼ぶ．

• 群の積 ：　 (g1 ·H) · (g2 ·H) = (g1 · g2) ·H

• 単位元：H [H ·H = HはHが部分群であることと同値]

• (g·H)の逆元は (g−1·H) [証明] (g·H)·(g−1·H) = g·g−1·H ·H = H

共役 群の 2個の元 a, bが共役 (conjugate)である⇔ Gの元 gが存在し
て b = g · a · g−1となること．aと bが共役であるとき a ∼ bと書く．

• 可換群では a ∼ bならば a = bとなる

• 推移則 (transitive law)が成立：a ∼ bかつ b ∼ cならば a ∼ cであ
る．
[証明] a = g1 · b · g−1

1 , b = g2 · c · g−1
2 とすると，

a = (g1) · (g2 · c · g−1
2 ) · g−1

1 = (g1 · g2) · c · (g1 · g2)
−1

類 (conjugacy class) 共役を用いて群Gを部分集合に分解

G = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cn

ただし CiはGの部分集合で a, b ∈ Ciとすると a ∼ bであるものとする．
∼の推移則により i 6= jのときCi ∩ Cj = φとなる．
[注意]単位元 eが属する類は単位元のみからなる．（任意の元 g ∈ Gに対
して g · e · g−1 = eとなるので eと共役な元は e以外にはない）

群環 (group ring) |G|次元のベクトル空間を考え，その基底を群の各元
gのラベルを持つもの egとする．つまりこのベクトル空間の元は，

RG =





∑

g∈G

ageg | ag ∈ R




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となる．この空間の基底に対し積 ? : RG ⊗RG → RGを基底を用いて

eg1 ? eg2 = eg1·g2

と定義する．一般の元に対する積は

∑

g∈G

ageg


 ?


 ∑

g′∈G

bg′eg′


 =

∑

g,g′∈G

agbg′eg·g′

積 ?が定義されたベクトル空間RGを群環と呼ぶ．

類演算子 群Gの類Ciに対し群環RGに属する類演算子 Ĉiを

Ĉi =
∑

a∈Ci

ea

と定義する．その性質は

• 可換性：任意の g ∈ Gに対し eg ? Ĉi = Ĉi ? eg

[証明] h ∈ Ciに対し同値類の定義により常に g ·h · g−1 ∈ Ciとなる．
これから g · Ci = Ci · g (集合として同じ)．このことを群環の積の
形で書くと上のようになる．

• 類演算子の積も可換：Ĉi ? Ĉj = Ĉj ? Ĉi

• 類演算子の積は類演算子の和として書ける．
Ĉi ? Ĉj =

∑

k

Nij
k Ĉk

ここでNij
kはゼロまたは正の整数である．（証明は後で）

例 以上現れた概念を S3（3次の置換群）を例にとって説明する．3! = 6

個の元に以下のような名前を付ける．

e =

(
1 2 3

1 2 3

)
σ1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
σ2 =

(
1 2 3

3 2 1

)

σ3 =

(
1 2 3

2 1 3

)
ω =

(
1 2 3

2 3 1

)
ω2 =

(
1 2 3

3 1 2

)

積は次のように計算される：

σ1 · σ2 =

(
1 2 3

1 3 2

)
·
(

1 2 3

3 2 1

)
=

(
3 2 1

2 3 1

)
·
(

1 2 3

3 2 1

)

=

(
1 2 3

2 3 1

)
= ω

同様に計算すると群表は次のようになる．
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e ω ω2 σ1 σ2 σ3

e e ω ω2 σ1 σ2 σ3

ω ω ω2 e σ3 σ1 σ2

ω2 ω2 e ω σ2 σ3 σ1

σ1 σ1 σ2 σ3 e ω ω2

σ2 σ2 σ3 σ1 ω2 e ω

σ3 σ3 σ1 σ2 ω ω2 e

• S3の部分群は

{e} , {e, σ1} , {e, σ2} , {e, σ3} ,
{
e, ω, ω2

}
, S3

• S3の正規部分群は

{e} ,
{
e, ω, ω2

}
, S3

• S3の因子群は

S3/ {e} = S3 , S3/S3 = {e} , S3/
{
e, ω, ω2

}
=

{{
e, ω, ω2

}
, {σ1, σ2, σ3}

}
= Z2

• S3の類は

C1 = {e} , C2 =
{
ω, ω2

}
, C3 = {σ1, σ2, σ3}

• 類演算子のなす代数は

Ĉ1 ? Ĉ1 = Ĉ1 , Ĉ1 ? Ĉ2 = Ĉ2 , Ĉ1 ? Ĉ3 = Ĉ3 ,

Ĉ2 ? Ĉ2 = 2Ĉ1 + Ĉ2 , Ĉ2 ? Ĉ3 = 2Ĉ3 , Ĉ3 ? Ĉ3 = 3Ĉ1 + 3Ĉ2

4 群の表現論

群の表現 (representation)とは群Gの各元に対してGL(n,C)の元を対
応させる

ρ : G → GL(n,C)

ことであり，写像 ρをGの n次元表現であるという．ただし ρは次の性
質を満たさなくてはいけない．

g1 · g2 = g3 → ρ(g1) · ρ(g2) = ρ(g3)
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つまり ρはGからGL(n,C)への準同型写像である．特に

ρ(e) = E (単位行列) , ρ(g−1) = (ρ(g))−1

また ρが作用する n次元ベクトル空間を表現空間 (representation space)

と呼ぶ．

以下ではいくつかの用語を導入する．

• 自明な表現: (trivial —)全ての g ∈ Gに対して ρ(g) = 1 ∈ GL(1,C)

とする (1次元)表現

• 忠実な表現: g1 6= g2の場合に ρ(g1) 6= ρ(g2)となる表現

• ユニタリー表現: (unitary —) 全ての g ∈ Gに対し ρ(g) ∈ U(n)と
なる表現．ρ(g−1) = (ρ(g))−1 = ρ(g)†となる．

• 直和表現: (direct sum —) ρ1, ρ2をそれぞれ n1, n2 次元表現とした
とき ρ1と ρ2の行列の直和で得られる表現．ρ1 ⊕ ρ2と書き n1 + n2

次元表現となる．

ρ1 ⊕ ρ2 : g →
(

ρ1(g) 0

0 ρ2(g)

)

• 直積表現: (direct product —) ρ1, ρ2をそれぞれ n1, n2 次元表現と
したとき ρ1と ρ2の行列の直積で得られる表現．ρ1⊗ ρ2と書きn1n2

次元表現となる．

ρ1 ⊗ ρ2 : g → ρ(g)ik,jl = ρ1(g)ijρ2(g)kl

ここで ρ(g)ik,jlでは ikと jlをそれぞれ一つの添字として考える．

• 同値な表現:(equivalent —)同じ次元の２つの表現ρ1, ρ2 ∈ GL(n,C)

が全ての g ∈ Gに対して一つの行列 T ∈ GL(n,C)が存在して
ρ1(g) = Tρ2(g)T−1と書けるとき，ρ1と ρ2を同値な表現と呼ぶ．

• 不変部分空間 (invariant subspace): ρの表現空間の部分線形空間 V

で全ての ρ(g)に対し ρ(g)V ⊂ V となるもの．

• 既約表現 (irreducible —): 直和表現に分解できない表現．特に既約
表現の不変部分空間はそれ自身となる．

• 既約分解: (decomposition into irreducible representations) 既約表
現の直和に分解すること．

ρ = ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ · · · ⊕ ρn
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(ρiは既約表現)．より一般に表現 ρ(α)が n(α)個含まれているときに

ρ =
∑
α

n(α)ρ(α)

などと書くことにする．

• 正則表現: (regular —) 群環による表現

eg ? ea =
∑

g′∈G

ρ(reg)(a)gg′ eg′

ρ(reg)の行列要素は 0または 1で，対角要素を持つのは ρ(reg)(e)の
み．これが表現であることは以下のように確認できる．

(eg ? ea) ? eb =
∑

g′∈G

ρ(reg)(a)gg′eg′ ? eb =
∑

g′,g′′∈G

ρ(reg)(a)gg′ρ
(reg)(b)g′g′′eg′′

= eg ? (ea ? eb) =
∑

g′′∈G

ρ(reg)(a · b)gg′′eg′′ .

これから

∑

g′∈G

ρ(reg)(a)gg′ρ
(reg)(b)g′g′′ = ρ(reg)(a · b)gg′′

Shurの補題 (Schur’s Lemma)

1. ρi (i = 1, 2)をそれぞれGのni次元既約表現とし，表現空間を Viと
する．M を V1から V2への線形写像とし，全ての g ∈ Gに対し

Mρ1(g) = ρ2(g)M

が成立するものとする．このときM は同型写像 (つまり n1 = n2で
逆写像M−1をもつ)であるか，またはM = 0である．

2. ρを既約表現, V をその表現空間とする．Mを V から V への線形写
像で，任意の g ∈ Gに対し

ρ(g)M = Mρ(g)

を満たすものとする．このときM は単位行列に比例する．

補題の証明
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1. KerM = {v ∈ V1|Mv = 0}, ImM = {Mv ∈ V2|v ∈ V1} と置くとこ
れらはそれぞれ V1, V2の不変部分空間である．

例えば vをKer M の任意の元とすると定義によりMv = 0である
が，M に関する仮定によりMρ1(g)v = ρ2(g)Mv = 0となる．これ
は ρ1(g)vもKer Mの元であることを意味するから，Ker Mは ρ1の
不変部分空間である．

既約表現では不変部分空間はそれ自身あるいは0しかないのでKer M =

0またはKer M = V1である．

後者の場合はM = 0であることがわかる．一方 Im M も 0か V2と
なるが残る可能性はKer M = 0でかつ Im M = V2つまりMは同型
写像である．

2. Mの固有ベクトル v ∈ V を 1つとる．つまりMv = λv (λ ∈ Cは固
有値)．このとき任意の g ∈ Gに対し (M−λE)ρ(g) = ρ(g)(M−λE)

となる．

これは最初の補題によりM −λEが同型写像であるかゼロ写像であ
ることを意味するが，M − λEは少なくとも一つのゼロ固有ベクト
ル vを持つので同型写像ではあり得ない．つまりM − λE = 0で
ある．

既約表現の直交性 既約表現全体の集合
{
ρ(α)

}
(α = 1, · · · , #(既約表現))

に対し
∑

g∈G

ρ
(α)
ji (g−1)ρ

(β)
kl (g) =

|G|
dα

δikδjlδαβ

証明：ρ(α), ρ(β)の表現空間をそれぞれ V (α), V (β)とする．Bを V (β)から
V (α)への任意の線形写像としM =

∑
g∈G ρ(α)(g−1)Bρ(β)(g) と定義する．

M は V (β)から V (α)への線形写像である．

このとき全ての g ∈ Gに対し ρ(α)(g)M = Mρ(β)(g)となる．それは

ρ(α)(g)M = ρ(α)(g)
∑

g′∈G

ρ(α)(g′−1)Bρ(β)(g′)

=
∑

g′∈G

ρ(α)(gg′−1)Bρ(β)(g′) =
∑

g′′
ρ(α)(g′′−1)Bρ(β)(g′′g)

=


 ∑

g′′∈G

ρ(α)(g′′−1)Bρ(β)(g′′)


 ρ(β)(g) = Mρ(β)(g)

となるからである．これと Schurの補題の 1を組み合わせると，α 6= βで
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あるときには2M = 0，つまり特にBrs = δriδskととると

Mjl =
∑
g

∑
r,s

ρ
(α)
jr (g−1)δriδskρ

(β)
sl (g) =

∑
g

ρ
(α)
ji (g−1)ρ

(β)
kl (g) = 0

を意味する．また α = βの時には Shurの補題 2によりM = cEとなる
が，特にBrs = δriδskととると

∑
g

ρ
(α)
ji (g−1)ρ

(α)
kl (g) = cikδjl

となる．ここで現れた係数 cikは j, lについてトレースを取ると

dαcik =
∑
g

∑

j

ρ
(α)
ji (g−1)ρ

(α)
kj (g) =

∑
g

∑

j

ρ
(α)
kj (g)ρ

(α)
ji (g−1) =

∑
g

ρ
(α)
ki (g·g−1) = |G|δki

(dαは ρ(α)の次元，|G|はGの位数，ρ(α)(e)ki = δkiに注意)となるので

cik =
|G|
dα

δik

となる．これらをまとめると定理が得られる．

この定理は ρがユニタリー表現の場合には

∑

g∈G

ρ
(α)∗
ij (g)ρ

(β)
kl (g) =

|G|
dα

δikδjlδαβ

となる．

指標 (character) ：表現 ρに対しその表現行列のトレース

χ(g) = Tr(ρ(g))

で定義される．その性質としては

• 同値な表現 ρ, ρ′ つまり ρ′(g) = Tρ(g)T−1とすると χ′(g) = χ(g)と
なる．（トレースの性質のため）

• 共役な元 g, g′に対して χ(g) = χ(g′)となる．
[証明]：gと g′が共役であれば g′ = k−1gk (k ∈ G) となるがχ(g′) =

Trρ(k−1gk) = Trρ(k−1)ρ(g)ρ(k) = χ(g)である．

• 直和表現 ρ(α) ⊕ ρ(β)に対しては χ(ρ(α) ⊕ ρ(β)) = χ(α) + χ(β)となる．

• 直積表現に対しては χ(ρ(α) ⊗ ρ(β)) = χ(α)χ(β)となる．
2α 6= β であるが dα = dβ の時にはM 6= 0となりうるように思えるが，もしそうで

あったとするとMρ1(g) = ρ2(g)M という関係は ρ2(g) = Mρ1(g)M−1を意味する．こ
れは ρ1と ρ2 が同値であることを意味しているので仮定に反する．つまりこの場合でも
M = 0でなくてはいけない．
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指標の直交性 (I) ユニタリー既約表現 ρ(α), ρ(β)の指標をそれぞれ χα,

χ(β)とすると ∑

g∈G

χ(α)∗(g)χ(β)(g) = |G|δαβ

[証明]：ユニタリー既約表現の直交性の式で i = j, k = lとおきそれぞれ
和をとれば示される．

指標χは類にのみ依存するので和は類の和にできることに注意する．つ
まり {Ci} (i ∈ I)をGの類の集合とし χ

(α)
i = χ(α)(g)|g∈Ci

とすると
∑

i∈I

|Ci|χ(α)∗
i χ

(β)
i = |G|δαβ

任意の群表現の既約表現を用いた直和分解 指標の直交性 (I)を用いると，
任意の表現の既約表現の直和分解を計算できる．つまり表現行列 ρ(g)に
対し，それを

ρ(g) = ⊕αqαρ(α)(g)

(ここでαは全ての既約表現を走る) という形に書いたときの係数 qαを決
定することができる．

このため上の式を指標を用いて書き換えると

χ(g) =
∑
α

qαχα(g)

両辺に χ∗α(g)をかけ gについて和をとると
∑
g

χ∗α(g)χ(g) =
∑

β

qβ

∑
g

χ∗α(g)χβ(g) =
∑

β

qβ|G|δαβ = qα|G|

つまり

qα =
1

|G|
∑
g

χ(α∗)(g)χ(α)(g) =
1

|G|
∑

i∈I

|Ci|χ(α)∗
i χ

(α)
i

この公式は量子力学への応用の上では基本的な公式である．

正則表現の既約表現分解 上の公式を用いて正則表現を既約表現に分解
してみる．正則表現では ρ(reg)(g)の対角元がゼロでないのは g = eの場合
のみであり，χ(reg)(e) = Eなので

χ(reg)(g) =

{ |G| (for g = e)

0 (otherwize)

となる．上の公式に代入すると

qα =
1

|G|
∑
g

χ(reg)(g)χ(α)∗(g) =
1

|G|χ
(reg)(e)χ(α)∗(e) = dα
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ここで χ(reg)(e) = |G|, χ(α)(e) = dα を用いた．つまり

ρ(reg)(g) =
∑
α

dαρ(α)(g)

となる．特に g = eと置くと

|G| = ∑
α

(dα)2

となる．これは群の次元と既約表現の次元との間の重要な公式である．

指標の直交性 (II) nを既約表現の数とすると

n∑

α=1

χ
(α)∗
i χ

(α)
j =

|G|
|Ci|δij

[証明]：類演算子 Ĉi =
∑

g∈Ci
egに対しその表現行列をρ(α)(Ĉi) =

∑
g∈Ci

ρ(α)(g)

(和は行列としての和)と定義すると，類演算子の性質
[
eg, Ĉi

]
= 0により

全ての g ∈ Gに対して
[
ρ(α)(g), ρ(α)(Ĉi)

]
= 0

が成立する．Schurの補題からこれは ρ(α)(Ĉi) = λE を意味する．両辺の
traceをとると，dαを表現 ρ(α) の次元として

|Ci|χ(α)
i = λdα → λ =

|Ci|χ(α)
i

dα

となり，λが決まる．

一方
ρ(α)(Ĉi)ρ

(α)(Ĉj) =
∑

k

Nij
kρ(α)(Ĉk)

であるが ρ(α)(Ĉi)の表式を入れると

|Ci||Cj|
d2

α

χ
(α)
i χ

(α)
j =

∑

k

Nij
k |Ck|χ(α)

k

dα

|Ci||Cj|χ(α)
i χ

(α)
j =

∑

k

Nij
kdα|Ck|χ(α)

k

|Ci||Cj|
∑
α

χ
(α)
i χ

(α)
j =

∑

α,k

|Ck|Nij
kdαχ

(α)
k =

∑

k

|Ck|Nij
kχ

(reg)
k = Nij

1χ
(reg)
1

と変形される．ここで 3行目では既約表現についての和をとっており，
dαχ

(α)
k が正則表現の指標であることを用いている．また最後では正則表
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現では単位元を含む類C1だけがゼロでないトレースを持つことを使った．
さらにNij

1 = δîj|Cj|, χ
(reg)
1 = |G| となることを用いると3

∑
α

χ
(α)∗
i χ

(β)
j = δij

|G|
|Cj|

が証明された．

類と既約表現の双対性 ２つの直交性定理を組み合わせると類と既約表
現がある意味で双対であることがわかる．つまり U

(α)
i =

√
Ci

|G|χ
(α)
i と置

くと
#class∑

i

U
(α)∗
i U

(β)
i = δαβ ,

#irreps∑
α

U
(α)∗
i U

(α)
j = δij .

つまり U はユニタリー行列となる．これから
既約表現の数と類の数は同じでなくてはいけないことがわかる．

直積表現の直和分解 直積表現の直和表現への分解は直積表現の指標が
指標の積でかける，つまり

Trρ(α)(g)⊗ ρ(β)(g) = Trρ(α)(g)Trρ(β)(g)

ことから容易に計算される．つまり

ρ(α) ⊗ ρ(β) =
irreps∑

γ

Cαβ
γρ(γ)(g)

と書くと

Cαβ
γ =

1

|G|
∑
g

χ(γ)∗(g)χ(α)(g)χ(β)(g) =
∑

i

|Ci|
|G| χ

(γ)∗
i χ

(α)
i χ

(β)
i

となる．

類の積の分解 指標の直交性定理 (II)の証明で用いた式

|Ci||Cj|χ(α)
i χ

(α)
j =

∑

k

Nij
kdα|Ck|χ(α)

k

の両辺を dα で割り χ
(α)∗
l をかけて，既約表現 αについて和をとると，右

辺は
∑

k

∑
α

Nij
k|Ck|χ(α)

k χ
(α)∗
l = Nij

k|Ck| |G||Ck|δkl = Nij
k|G|

3îは複素共役類 (complex conjugate class)を意味する．つまり Ci が g を含んでい
るとすると g−1 を含む類である．ユニタリー表現では ρ(g−1) = ρ(g)† となり指標は
χî = χ∗i となる．
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となるので両辺を比べると，

Nij
k =

∑
α

|Ci||Cj|χ(α)
i χ

(α)
j χ

(α)∗
l

dα|G|
直積表現の分解の公式との類似は明らかである．

5 点群とその表現 (point group and its rep-

resentation)

5.1 点群 (point group)

分子の対称性として重要なものとして点群がある．点群とはある空間
の一点を固定する変換群である．

点群の対称変換 (symmetry transformation of point group) 点群
を構成する変換は次のようものである．

• 回転 (rotation)．2π/n回転の生成子をCnと書く．(Cn)n = eである．

• 鏡映 (reflection) ある平面に対する鏡映．σと書く．σ2 = eである．
特に鏡映面が回転軸に垂直な場合 σhと書き，回転軸を含む場合に
σvと書く．

• 回転鏡映（回映, rotation-reflection）．上記の二つを組み合わせた
もの．Snと書く．上記の２つを用いて Sn = Cnσhと書ける．

• 反転 (inversion) 変換 ~x → −~x：Iと書く．I = S2 = σhC2

点群の分類 (classification of point group) まず空間の回転のみから
構成される点群は以下の 5種類である．

• 巡回群Cn: ある回転軸についての回転により生成されるもの．e, Cn, (Cn)2, · · · , (Cn)n−1

の n個の元よりなる可換群．巡回群Znと同じ．

• 2面体群Dn: n回回転と 2回回転の組み合わせ．n回回転軸と 2回
回転軸は垂直であり，n回回転により 2回回転軸は n個生成される．
2n個の元 (Cnの n個と C2が n種類)よりなる非可換群．D3 = V

と書く．
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• 正 4面体群 T: 正 4面体の変換群．対面する辺の中点を結ぶ 2回
回転軸が 3個．頂点と対面する面の中点を結ぶ 3回回転軸が 4個．
|T| = 12．

• 正 8面体群O: 立方体の変換群．対面する面の中点を結ぶ 4回回転
軸が 3個．頂点を結ぶ 3回回転軸が 4個．辺の中点を結ぶ 2回回転
軸が 6個．|O| = 24．

• 正 20面体群 I: 正 20面体あるいは正 12面体の変換群．C5が 6種類，
C3が 10種類，C2が 15種類で |I| = 60．

これらと鏡映 (回映)を組み合わせて次のような点群が派生する．

• S2n: (注意：対称群Snとは異なる) 2n回回転鏡映変換 S2nにより生
成される可換群．n = 2p + 1の場合 (S4p+2)

2p+1 = Iなので S4p+2 =

C2p+1 ×Ci．ここでCiは {e, I}よりなる群．

• Cnh: n回回転軸とそれに垂直な鏡映面．(Cn)p, (Cn)pσh (p = 0, · · · , n−
1)の 2n個の元よりなる可換群．

• Cnv: n回回転と回転軸を含む対称面．対称面は回転対称性のため n

枚ある．|Cnv| = 2n．

• Dnh: Dnのn回回転軸に垂直で 2回回転軸を含む対称面がある場合．

• Dnd: n回軸を含み隣り合う 2回軸の 2等分線を通る対称面を含む．

• Td: Tに対称面を加わえたもの．

• Th: Tに対称中心を加えたもの．Th = T×Ciとなる．

• Oh: Oに対称中心を加えたもの．Oh = O×Ciとなる．

• Ih: Iに対称中心を加えたもの．Ih = I×Ciとなる．

いくつかの分子における対称性 以下ランダウ・リフシッツの本にある
分子の対称性の例をあげる．

• H2O 分子: C2v

• NH3分子: C3v

• CH3Cl分子: C3v

• CH4分子: Td
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• OsF8分子: Oh

• UF6分子: Oh

• C2H6分子: D3d

• C2H4分子: D2h

5.2 点群の表現 (Representation of point group)

以下いくつかの点群の表現の具体的な構成を見る．

5.2.1 巡回群Cn (=Zn)

可換群の場合，既約表現は全て一次元表現である．これは次のような
簡単な証明が可能である．g1, g2 ∈ Gとすると可換性のため [g1, g2] = 0と
なるので，全ての表現で [ρ(g1), ρ(g2)] = 0とならなければいけない．こ
れから ρ(g) (g ∈ G)は同時固有ベクトル ~vを持ち，

ρ(g)~v = λ(g)~v , λ(g) ∈ C

となる．このとき ~vで作られる 1次元空間は不変部分空間であり λ(g)が
1次元表現を与える．

特に Cn = Zn の場合には群の要素は {e, Cn, (Cn)2, · · · , (Cn)n−1} で
(Cn)n = eとなる．ρ(Cn) = λ ∈ Cを上で考えた 1次元表現とすると
(Cn)n = eより λn = 1でなくてはいけない．これから n種類の 1次元既
約表現が得られる．つまり

ρ(α)((Cn)p) = e2πiαp/n

ただし p = 0, 1, · · · , n− 1, α = 0, 1, · · · , n− 1である．可換群の場合類の
数は群の元の数と等しかったのに対し，この場合既約表現も n個あるの
で既約表現の数が類の数に等しいことがわかる．一次元表現の場合指標
は表現行列に等しい．つまり

χ(α)((Cn)p) = e2πiαp/n

である (このうち恒等表現はρ(0))．この場合指標の直交性はdiscrete Fourier

変換
n−1∑

p=0

(χ(α)((Cn)p))∗χ(β)((Cn)p) =
n−1∑

p=0

e−2πipα/ne2πipβ/n = nδα,β
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∑

α∈irrep.

(χ(α)((Cn)p)∗χ(α)((Cn)q) =
n−1∑

α=0

e−2πipα/ne2πiqα/n = nδp,q

大ざっぱに言うと，類と既約表現の関係は座標と運動量の関係によく似
ており，固有ベクトルの内積 〈x|p〉が指標 χ(α)(g)に対応する．

問題： Cnhは可換群である．これに対して表現を求め，指標の直交性を
確認せよ．

5.2.2 C3v(= S3 3次の対称群)

類の数は {e}, {ω, ω2}, {σ1, σ2, σ3}の 3個．従って既約表現の数も 3個
となる．既約表現のうち 2個は 1次元表現で，恒等表現 ρ(1)

ρ(1)(g) = 1 g ∈ C3v

および ρ(2),

ρ(2)(e) = ρ(2)(ω) = ρ(2)(ω2) = 1 , ρ(2)(σ1) = ρ(2)(σ2) = ρ(2)(σ3) = −1

となる．残る3番目の表現の次元をdとすると，公式により12+12+d2 = 6，
すなわち d = 2であり，具体的に以下のように構成される：

ρ(3)(e) =

(
1 0

0 1

)
, ρ(3)(ω) =

(
c −s

s c

)
, ρ(3)(ω2) =

(
c s

−s c

)

ρ(3)(σ1) =

(
1 0

0 −1

)
, ρ(3)(σ2) =

(
c s

s −c

)
, ρ(3)(σ3) =

(
c −s

−s −c

)
.

ここで c = cos(2π/3) = −1/2, s = sin(2π/3) =
√

3/2 である．表現の指
標は最初の 2つについては表現と同じ ρ(α)(g) = χ(α)(g)である．ρ(3)に対
しては

χ(3)(e) = 2 , χ(3)(ω) = χ(3)(ω2) = −1 , χ(3)(σ1) = χ(3)(σ2) = χ(3)(σ3) = 0

となる．

問題：指標の直交性を確認せよ．

問題：次の 3次元表現

ρ(e) =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , ρ(ω) =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 , ρ(ω2) =




0 0 1

1 0 0

0 1 0




ρ(σ1) =




1 0 0

0 0 1

0 1 0


 , ρ(σ2) =




0 0 1

0 1 0

1 0 0


 , ρ(σ3) =




0 1 0

1 0 0

0 0 1




を既約表現に直和分解せよ．
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5.2.3 2面体群D2n

生成子を a (2π/n回転を表す元)，b (2π/2回転の一つ)と書くと関係式，

an = b2 = e , b−1 · a · b = a−1

が成立する．D2n = {e, a, · · · , an−1, b, ba, · · · , ban−1}となる．共役類を計
算するために以下のような計算をする．

ap · a`a−p = a` , (apb)a`(apb)−1 = an−`

ar(a`b)a−r = a`+2rb , (arb)(a`b)(arb)−1 = a2r−`b

これから
a` ∼ an−` , a`b ∼ a`+2b ∼ an−`b

であることがわかる．これから類は

n:偶数 : {e} ,
{
ai, an−i

}
(1 ≤ i ≤ n/2),

{
ba2i

}
,

{
ba2i−1

}
(1 ≤ i ≤ n/2)

n:奇数 : {e} ,
{
ai, an−i

}
(1 ≤ i ≤ (n− 1)/2),

{
bai

}
(1 ≤ i ≤ n)

で類の数は，nが偶数の時 n/2 + 3, 奇数の時 (n− 1)/2 + 2個である．

既約表現のうち 1次元表現については以下の定理を用いる．

群Gの 1次元表現の数は (G : G′)に等しい． ここでG′はGの交換子
群4

D2nの場合交換子群は a2で生成される巡回群．これから nが偶数の場
合には 1次元表現は 4個，nが奇数の場合には 2個となる．具体的には n

が偶数の場合には

ρ(1)(a) = ρ(1)(b) = 1

ρ(2)(a) = −1, ρ(2)(b) = 1

ρ(3)(a) = 1, ρ(2)(b) = −1

ρ(2)(a) = −1, ρ(2)(b) = −1

奇数の場合には

ρ(1)(a) = ρ(1)(b) = 1

ρ(2)(a) = 1, ρ(2)(b) = −1

2次元表現は
[

n
2

]
個あり，

ρ
(k)
2 (a) =

(
ωk 0

0 ω−k

)
, ρ

(k)
2 (b) =

(
0 1

1 0

)

4Gの任意の 2元 g1, g2 に対し g1g2g
−1
1 g−1

2 で生成される群．
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(k = 1, 2, · · · ,
[

n
2

]
)，ω = e2πi/nである．

問題: 他の点群についても表現を各自調べること．

5.3 分子振動への応用

5.3.1 一般論

分子系のハミルトニアンは一般に座標 xi (i = 1, · · · , N)を用いて

H =
1

2

∑

i,j

Mijẋiẋj +
1

2

∑

i,j

Kijxixj

となるが xiの線形変換 (x → q = Rx, RtR = M)により

H =
1

2

∑

i

(
dqi

dt

)2

+
1

2

∑

i,j

Lijqiqj

の形に持って行くことが可能である．この一般座標 q̃をさらに回転し (q →
Q = Sq, StLS = diag(Ω2

i )) (運動項を不変にする必要があるので S ∈
O(N)となる)，ポテンシャル項も対角化する

H =
1

2

∑

i

(
dQi

dt

)2

+
1

2

∑

i

Ω2
i Q

2
i

ことが常に可能である．

群論の問題は系が点群Gで不変であるときに固有振動数Ωにどのよう
な縮退があらわれるかというものである．

系がGの下で不変であると言うことは，座標 qが群Gの下で

q′i = ρij(g)qi

と変換したとき，ハミルトニアンHが不変である，

H(ρ(g)q) = H(q)

であることを意味している．この表現 ρを全体表現と呼ぶ．一般に全体
表現 ρは可約であり既約表現に

ρ =
∑
α

nαρ(α)
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のように分解できる．つまり

ρ(g) = S




ρ1(g)
. . .

ρ2(g)
. . .

. . .




St ≡ Sρ(diag)(g)St

となる．ここで現れた Sで座標を q → Q = Sqと線形変換すると，L →
Ω = StLSと変化するが，Hamiltonianが q → ρ(g)qの下で不変であるこ
とにより

ρt(g)Lρ(g) = L

とならなくてはいけない．上の表式を代入し変形するとこの式は，

StLSρ(diag)(g) = ρ(diag)StLS

となる．つまり行列 StLSは全ての g ∈ Gに対し ρ(diag)(g)と可換となり
Schurの補題の形になる．すなわち

• Schurの補題 Iにより異なる表現の座標の間のΩはゼロになる

• Schurの補題 IIにより同じ表現ブロックの座標に対するΩは単位行
列に比例する．

これから全体表現を既約表現に分解したときに各既約表現のブロックに属
する座標については振動数が縮退するということが示せた．つまりHamil-

tonianは

H =
1

2

∑
α

nα∑

i=1

dα∑

s=1

(
(Q̇(α,i)

s )2 + (Ω
(α)
i )2(Q(α,i)

s )2
)

ここでΩ
(α)
i が既約表現のラベル sに依存しないということが表現論の帰

結となる．

結局全体表現の既約表現への分解により問題が解けることになるが，こ
れは指標を用いて解くことができる．

5.3.2 例：アンモニア分子

例としてアンモニア分子 (NH3)を取り上げる．対称性はC3v = S3であ
る．座標はNの座標を ~x1, Hの座標を ~x2,3,4とすると全部で 12個である．
ただし注意しなくてはいけないのは，全体としての並進の自由度が 3個，
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回転の自由度が 3個あるため振動の自由度としては全部で 12-3-3=6個し
かないことである．この 6個の座標の自由度に対するC3vの表現行列の
指標を求める．類は 3個 {e}, {ω, ω2}, σ1, σ2, σ3であるから各類の代表元
e, ω, σ3の全体表現の表現行列を求める．

まず eについては次元がでるだけなので χ(e) = 6である．

次に ωについては


~x1

~x2

~x3

~x4




=




R 0 0 0

0 0 R 0

0 0 0 R

0 R 0 0







~x1

~x2

~x3

~x4




ただし

R =




c −s 0

s c 0

0 0 1


 (c = cos

2π

3
= −1

2
, s = sin

2π

3
=

√
3

2
)

でありχ(ω) = 0となる．（ただしいずれにせよこの自由度は回転に含まれ
るので実質的にこの自由度は効かない）

最後に σ3については


~x1

~x2

~x3

~x4




=




Σ 0 0 0

0 Σ 0 0

0 0 0 Σ

0 0 Σ 0







~x1

~x2

~x3

~x4




ただし

Σ =




1 0 0

0 1 0

0 0 −1




であり χ(σ3) = 2trΣ = 2となる．

一方C3vの指標は類を C1 = {e}, C2 = {ω, ω2}, C3 = {σ1, σ2, σ3}

C1 C2 C3

ρ(1) 1 1 1

ρ(2) 1 1 -1

ρ(3) 2 -1 0

これから nα = 1
6

∑
g∈G χ(α)(g)∗χ(g) を計算すると n1 = 2, n2 = 0, n3 = 2

となる．これからρ(1)が2個，ρ(2)が0個，ρ(3)が2個含まれていることがわ
かる．これは振動モードの自由度の個数 6個と同じ 1×2+1×0+2×2 = 6

である．
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6 対称 (置換)群 (Symmetry (Permutation)

group)

対称群は同一粒子の系を取り扱う上で基本的な対称性である．また表
現論で登場するYoung図はリー群の表現においても基本的な役割を果た
す．この意味で対称群の表現の理解は現代物理学においても数多くの応
用を持つ．

6.1 一般的性質

記法 Snの元を 1, · · · , nの置換写像 σを用いて
(

1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

)

と書く．この Snの元を単に σと書くことにする．このとき群の演算は

σ · τ =

(
1 · · · n

σ(1) · · · σ(n)

)
·
(

1 · · · n

τ(1) · · · τ(n)

)

=

(
τ(1) · · · τ(n)

σ · τ(1) · · · σ · τ(n)

)
·
(

1 · · · n

τ(1) · · · τ(n)

)

=

(
1 · · · n

σ · τ(1) · · · σ · τ(n)

)

となる．つまり群の積は写像 σ, τ の合成となる．また逆元は

σ−1 =

(
σ(1) · · · σ(n)

1 · · · n

)
=

(
1 · · · n

σ−1(1) · · · σ−1(n)

)

つまり置換写像の逆写像となる．

互換 (Transposition) 置換
(

1 · · · i · · · j · · · n

1 · · · j · · · i · · · n

)

を (ij)と書くことにする．任意の置換は互換の合成として書くことがで
きるが，一意的ではない．

問題: 置換
(

1 2 3

2 3 1

)
を 2種類以上の互換の積として書け．

以下いくつかの互換の性質を述べる．
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• 互換の 2乗は単位元である：(ij) · (ij) = e

• piを互換として置換 σが pn · · · p1と書けたとすると σ−1 = p1 · · · pn

となる．

• 置換 σの互換の積の分解は一意ではないが，そこに現れる互換の数
の偶奇性は常に一定である．(証明) Van der Monde行列式

∆(x1, · · · , xn) =




1 · · · 1

x1 · · · xn

...
...

xn−1
1 · · · xn−1

n




=
∏

i<j

(xi − xj)

に Snを次のように作用させる：

σ ·∆(x1, · · · , xn) = ∆(xσ(1), · · · , xσ(n))

とすると常に
σ∆ = ±∆

となる．一方σが互換の場合にはσ∆ = −∆である．これからσ∆ =

±∆に現れる符号は互換の積の数の偶奇性と等しい (つまり偶であ
れば+, 奇であれば−である)．これから置換の互換の積への偶奇性
は常に一定であることがわかる．

巡回 (cycle) 置換
(

a1 a2 · · · a`−1 a`

a2 a3 · · · a` a1

)
を (a1, · · · , a`)と記し，こ

れを長さ `の巡回 (cycle)と呼ぶ．Snの任意の元は巡回の積に分解できる．

例：

(
1 2 3 4 5 6

3 5 4 1 2 6

)
= (134)(25)(6)．巡回の長さは 3, 2, 1である．

一般に Snの元を巡回に分解し，各巡回の長さを n = λ1 + · · ·+ λn，た
だし λi ≥ 0, λi ≥ λi+1,

∑n
i=1 λi = n と書くことができる．この整数の組

[λ1, · · · , λn]を nの分解 (partition)と呼び，nの可能な分解の数を p(n)と
書き分割数と呼ぶ．

n p(n) 分割

1 1 [1]

2 2 [2], [1, 1]

3 3 [3], [2, 1], [1, 1, 1]

4 5 [4], [3, 1], [2, 2], [2, 1, 1], [1, 1, 1, 1]
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一般に (p(0) = 1と定義すると)

∞∑

n=0

p(n)qn =
∞∏

n=1

1

1− qn

となる．

問題:これを証明せよ．

一般に σ1 ∼ σ2 (∈ Sn)とすると σ1と σ2は同じ分割を持つ．

証明：分割 [λ1, · · · , λn]に対し

σ = (σ(1) · · ·σ(λ1)) · (σ(λ1 + 1) · · · σ(λ1 + λ2)) · · ·
· · · (σ(λ1 + · · ·+ λn−1 + 1), · · · , σ(λ1 + · · ·+ λn))

τ = (τ(1) · · · τ(λ1)) · (τ(λ1 + 1) · · · τ(λ1 + λ2)) · · ·
· · · (τ(λ1 + · · ·+ λn−1 + 1), · · · , τ(λ1 + · · ·+ λn))

とすると，µを

µ =

(
σ(1) · · · σ(n)

τ(1) · · · τ(n)

)

とすると
σ = µ−1 · τµ

となる．つまり分割が同じであれば常に共役である．

Young diagram (Young 図) 分割 [λ1, λ2, · · · , λn]に対し図

λ

λ

λ

1

2

3

図 1: Young diagram

を対応させる．

上で見たように類は分割でラベルされるので，Young図でラベルされ
る事になる．また既約表現も類と対応しているので同様にYoung図でラ
ベルされることになる．
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(例)：以前調べた S3の表現においては

ρ1 ↔ [3] , ρ2 ↔ [1, 1, 1] , ρ3 ↔ [2, 1]

のように対応している．

6.2 Snの既約表現とその性質

文献：岩堀長慶著「対称群と一般線形群の表現論」岩波講座・基礎数学
Snの既約表現は箱の数が nのYoung図と関連づけられる．

表現の次元 Young図 λ = [λ1, · · · , λn]に対応する既約表現の次元は

dλ =
f !

s1s2 · · · sf

ただし f =
∑

i λi (箱の数)，siは i番目の箱の鉤の長さ (hook length)= 箱
の右側にある箱の数+下にある箱の数+1．

[問題]：S5の既約表現の次元を全て求め，5! =
∑

λ d2
λ であることを確認

せよ．（答え：1,4,5,6,5,4,1次元表現が現れる）

[問題]：常に d[n] = d[1,1,···,1] = 1であることを確認せよ．これらはそれぞ
れ自明な表現 ρ(σ) = 1，反対称表現 ρ(σ) = (−1)σに対応する．

群環と射影演算子による既約表現の構成 Young図 (箱の数を nとする)

の各箱に 1, · · · , nの数字を重複無しに書き込んだものを「盤」(board)と
呼ぶ．下の図は S5のYoung図 [2, 2, 1]の盤の例である．

図 2: 盤 (board)

盤 Bが与えられたとき水平置換群HBを各行の数字を集合として変えな
い置換 (上の例では例えば (2, 4), (1, 5)など) 全体とする．これらは Snの
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部分群となる．また同様に垂直置換群 RB を各列の文字を集合として変
えない置換全体 (上の例では (2, 1, 3), (4, 5)など)とする．

このとき群環の元を

aB =
1

|HB|
∑

σ∈HB

eσ

bB =
1

|RB|
∑

σ∈RB

(−1)σeσ ,

とするとこれらは水平方向の対称化，垂直方向の反対称化を表しており，
射影演算子

aB ? aB = aB , bB ? bB = bB

となる．また
eB =

r

n!
aB ? bB

(r = dλ, n = |λ|)とおくと，これも射影演算子

eB ? eB = eB

となり，treB = rである．これから eBを左からかけた空間

VB = eB ? CSn

は群環CSnの r次元の不変部分空間となり，Snの λに対応する既約表現
を与える．

同一粒子の量子力学への応用 同一粒子 (粒子 1, 2, · · · , n)の量子力学系
の波動関数をψ(1, 2, · · · , n) (1, · · · , nは粒子の座標，内部自由度などを同
時に表すことにする)とし，置換群 Snの作用を

σ · ψ(1, 2, · · · , n) = ψ(σ1, · · · , σn)

と書くことにする．このとき Snの元の作用により n!個の波動関数が生
成される．これから Snの既約表現を取り出すためには上で述べたYoung

の対称子 eBをかければよい．例えば自明な表現 [n]に対しては盤は一種
類しかなく波動関数の完全対称化

ψ[n](1, 2, · · · , n) =
∑

σ∈Sn

ψ(σ1, · · · , σn)

が 1次元表現として現れる．また [1, 1, · · · , 1]に対しては完全反対称化

ψ[1,1,···,1](1, 2, · · · , n) =
∑

σ∈Sn

(−1)σψ(σ1, · · · , σn)
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が 1次元表現として現れる．

他のYoung図 λに対する表現は，ある盤Bを固定し，n!個の波動関数
σ · ψにYoungの対称子 eBを作用させると独立な波動関数が dλ個 (=既
約表現の数)現れるので，それらが表現の基底となる．

注意すべき点は全ての盤が同じ表現を与えてはいない点である．つま
り正則表現の直和分解は

ρ(reg)(g) =
∑

i

dαρ(α)(g)

であったので dλ個の独立な基底の集合が存在することになる．

射影演算子の方法の一般論 上で述べた射影演算子の方法は，一般の表
現 ρから既約表現 ρ(α)を取り出す射影演算子に一般化される．以下の演
算子

πα =
dα

|G|
∑

g∈G

χ∗α(g)ρ(g)

を考えると，これは既約表現 ρ(α) への射影演算子となる．つまり

πα · πβ =
dαdβ

|G|2
∑

g,g′∈G

χ∗α(g)χ∗α(g′)ρ(g · g′)

=
dαdβ

|G|2
∑
g


 ∑

g′′∈G

χ(α)∗(g · g′′−1)χ(β)∗(g′′)


 ρ(g)

= δαβ
dα

|G|
∑

g∈G

χ∗α(g)ρ(g) = δαβπβ

ここで 2行目から 3行目に行くときに公式

∑

g′∈G

χ(α)(g′−1)χ(β)(g′g) =
δαβ|G|

dα

χ(α)(g)

を用いた．この公式自体は既約表現の直交性の定理から指標の直交性を
導いた議論を応用すれば示される．

ここで ρ(g) =
∑

α n(α)ρ(α)(g) と既約表現分解されるとすると

Tr (πα) =
dα

|G|
∑

g∈G

χ∗α(g)Trρ(g) = nαdα

つまり παは nαdα次元の部分空間への射影になる．既約表現 ρ(α)は dα次
元なのでこの部分空間の中に nα個含まれていることがわかる．
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6.3 一般線形群とSU(n)の表現

以下では一般線形群GL(n,C)の既約表現を置換群を用いて構成する．
行列それ自体が表現となる n次元のベクトル表現 (表現空間 V = Cn)

を基本表現と呼び，その組み合わせで一般の表現を作っていく．ここで
M ∈ GL(n,C)とし，その成分をM j

i (i, j = 1, · · · , n)と書く．

このとき表現空間のm回の直積

V ⊗ · · · ⊗ V

を考えると，その元~v1⊗· · ·⊗~vmにMはM~v1⊗· · ·⊗M~vmと作用し，直
積空間はGL(n,C)の表現空間を与える．しかしこの表現は可約である．

この空間に置換群 Smを

σ · (~v1 ⊗ · · · ⊗ ~vm) = ~vσ1 ⊗ · · · ⊗ ~vσm

のように作用させると，Smの作用とGL(n,C)の作用は交換可能である．

σ · (M(~v1 ⊗ · · · ⊗ ~vm)) = M(σ(~v1 ⊗ · · · ⊗ ~vm)) = M~vσ1 ⊗ · · · ⊗M~vσm

従ってSmの既約表現への射影演算子 (Youngの対称子) eBをかけたeB(V⊗
· · · ⊗ V )はGL(n,C)の不変部分空間となる．実際にはこれがGL(n,C)

の既約表現を与える．つまりGL(n,C)の既約表現も Young図により分
類されることがわかる．

例：V の基底を ~ei (i = 1, · · · , n)と書く．

• m = 2の場合：λ = [2]は 2階対称表現に対応する．基底 1
2
(~ei⊗~ej +

~ej ⊗ ~ei)．表現の次元は n(n + 1)/2．

• λ = [1, 1]は 2階反対称表現で基底は 1
2
(~ei ⊗ ~ej − ~ej ⊗ ~ei)．表現の次

元は n(n− 1)/2．

• m = 3の場合: [3]は3階完全対称表現表現で次元はn(n+1)(n+2)/6．
[1, 1, 1]は 3階完全反対称表現表現で次元は n(n− 1)(n− 2)/6．

• λ = [2, 1]の場合は盤を作りYoung対称子を構成する．n(n2 − 1)/3

次元表現が 2種類構成される．

注意：n次元のベクトルは n + 1回以上反対称化するとゼロになるので
Young図の列の数は nが最大となる．
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SU(n)の表現 SU(n)の表現も n次元の複素ベクトル空間を基礎にして，
その直積を置換群で分解していくことにより得られるので GL(n,C)の
表現と実はほとんど同じである．唯一の違いはM ∈ SU(n)に対しては
det(M) = 1となることであり，n階の反対称テンソルは自明な変換をす
ることになる．

~e1 ∧ · · · ∧ ~en → det(M)~e1 ∧ · · · ∧ ~en = ~e1 ∧ · · · ∧ ~en

ここで ∧はベクトル空間の基底の反対称化，

~e1 ∧ · · · ∧ ~en =
1

n!

∑

σ∈Sn

(−1)σ~eσ1 ⊗ · · · ⊗ ~eσn

を意味している5．これからSU(n)の既約表現を表すYoung図については

1. 行の数（縦の幅）は最大 nまでである

2. 縦の長さが nの部分は自明な表現を表しているので Young図から
取り去っても同じ表現を表している．

ということがいえる．つまり高さ nのYoung図 [λ1, · · · , λn−1, λn] と高さ
n− 1のYoung図 [λ1 − λn, · · · , λn−1 − λn]は同じ既約表現を表している．
以下では後の形 (高さを n− 1にしたもの) を既約表現を表す記号として
用いる事にする．

例：SU(2) まず最も自明な例としてSU(2)をとる．この場合Young図の
高さは 2− 1 = 1までなので既約表現は一つの正の整数 λを用いてYoung

図 [λ]で表される．この場合の表現の基底は元々のスピン変数を用いて

∑

σ∈Sλ

~sσ1 ⊗ · · · ⊗ ~sσλ

と書かれ，各 ~sは 2次元空間（スピン Upと Down)の基底となるので，
λ + 1次元表現となる．これは λ個のスピンの合成で得られる全スピン
λ/2の表現の基底に他ならない．この表現が完全対称化された波動関数
から得られることはよく知られている．

例：SU(3) この場合Young図すなわち既約表現は 2つの自然数 λ1 ≥ λ2

で特徴づけられる．SU(3)は例えばクォークのフレーバー自由度として
現れることが知られているが，最初のいくつかの簡単な表現として現れ
るものを取り上げると，Young図，次元の順番で [1], 3; [1, 1], 3; [2], 6;

5この反対称積 ∧は後で見る微分形式のところで外積代数として現れる．
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[2, 2], 6; [2, 1], 8; [3], 10となる．最初の [1] (3次元表現)がクォーク u, d,

sに対応し，表現 [3], [2, 1]などがバリオン (baryon)，表現 [2, 1]がメソン
(meson)として現れる．

またクォークの自由度としてはもう一つ色 (color)の SU(3)自由度があ
り，クォークは [1] (3次元表現)，反クォークが [12] (3次元表現)，グルー
オンが [2, 1] (8次元表現) として現れる．クォークの対称性については後
でより詳しく取り上げる．

次元公式 一般にSU(m)の表現でYoung図λ (ただし箱の数はnとする)

に対応する表現の次元は，

F/H , F = f1 · · · fn, H = s1 · · · sn

となる．ここで siは i番目の箱に対する hook length (Snの既約表現で出
てきたもの)．因子 (factor)fiは同様に i番目の箱に対して定義される数で
次の規則で決める．まず左上角の箱に対して f = mとする．あと右に移
動するたびに+1, 下に動くたびに−1だけ f を変化させる．例として図
3に λ = [2, 2, 1]の場合の hook lengthと因子を与えた．

図 3: hook lengthと因子

この場合の既約表現の次元は

m2(m + 1)(m− 1)(m− 2)

4 · 3 · 2 · 1 · 1 =
m2(m2 − 1)(m− 2)

24

となる．

問題：上でいくつか次元をあげた SU(2)と SU(3)の場合に次元公式を確
認せよ．
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7 連続群とリー代数の表現論 (Representation

theory of Lie group and Lie algebra)

以下では SU(n)だけでなく一般の連続群に対する表現論を考察する．

7.1 リー群とリー環

連続群の例

• GL(n,C), GL(n,R): 一般線形群 (general linear group) (det g 6= 0)．

• SL(n,C), SL(n,R): 特殊線形群 (special linear group) (det g = 1)．

• U(n): ユニタリー群 (unitary group) g ∈ GL(n,C), g† · g = E．

• O(n): 直交群 (orthogonal group) g ∈ GL(n,R), gt · g = E.

• SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C)

• SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R)

• Sp(n, K): シンプレクティック群 (symplectic group) (K = R,C).シ
ンプレクティック構造 ω =

∑n
i=1(ξiηi+n− ηiξi+n)を不変にする変換．

g ∈ GL(2n,K)

gtJg = J J =

(
0 En

−En 0

)

• Sp(n,C) ∩ U(2n)を Sp(n)と書き，これもシンプレクティック群と
呼ぶ．

以上の連続群は全て行列で定義されたものであり古典リー群 (classical Lie

group)と呼ばれる．この中で U(n), SU(n), O(n), SO(n), Sp(n)は位相
的にコンパクトな群である．

これ以外に行列で基本表現が書くことができないリー群として，G2, F4,

E6, E7, E8が有り，例外型リー群 (exceptional Lie group)と呼ばれる．
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リー代数 (—環) (Lie algebra, — ring) リー群の局所的な構造を表すも
のとしてリー代数がある．gがリー代数であるとは

1. 線形性 (linearity)

X, Y ∈ g → aX + bY ∈ g (a, b ∈ C)

2. 交換子 (commutator)が定義できる：

X, Y ∈ g → [X,Y ] ∈ g

(古典リー群に対しては [X, Y ] = XY − Y X)

交換子が満たすべき性質

1. 双線形性

[X, aY + bZ] = a [X,Y ] + b [X, Z]

[aX + bY, Z] = a [X,Y ] + b [Y, Z]

2. 反対称性
[X, Y ] = −[Y, X]

3. Jacobi則
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y ]] = 0

基底を用いた表示 ベクトル空間としてのリー代数 gの基底を T1, · · · , Td

とする．つまり任意のX ∈ gがX =
∑d

i=1 aiTiと展開できるものする．基
底の間の交換子を

[TA, TB] = i
d∑

C=1

fAB
CTC

と書くと，fAB
C に拘束条件が付き

fAB
C = −fBA

C (反対称性と同値)

fAB
DfCD

E + fBC
DfAD

E + fCA
DfBD

E = 0 (Jacobi則と同値)

リー群とリー代数の関係 リー環はリー代数の単位元付近の局所的な構
造を表すものである．つまり εを小さな数としてリー群の元は次のよう
に展開される．

g = e + iεX − ε2

2
X2 + O(ε3) = exp(iεX) , X ∈ g.

この表式を各リー群の定義式に代入すると無限数変分に対する条件が現
れて，リー環（代数）が次のように定まる．
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1. U(n)のリー環 u(n)

E = g†g = E + iε(X −X†) + O(ε2) → T = T †

つまりリー環はHermite行列のなす線形空間．

2. SU(n)のリー環 su(n): 上の条件にさらに次の条件が加わる．

det(g) = 1 + iεtr(X) + O(ε2) = 1 → trX = 0 .

つまりトレースがゼロのHermite行列．

3. O(n)のリー環 o(n): 同様にしてX t = −Xでなくてはいけない．つ
まり反対称実行列．

4. SO(n)のリー環 so(n): X t = −Xかつ tr(X) = 0．しかしXの反対
称性より tr(X) = 0は自動的に言えてしまうのでO(n)と SO(n)の
リー環は同じ o(n) = so(n)である．

5. Sp(n,C)のリー環 sp(n,C):

g =

(
E + iεa iεb

iεc E + iεd

)
+ O(ε2)

と書くと
d = −at, bt = b, ct = c

という条件が導かれる．

6. Sp(n) = Sp(n,C) ∩ U(2n)のリー環 sp(n): 上の条件に

a = a†, b = c†

が加わる．

Campbell-Hausdorffの公式 g1 = eX1 , g2 = eX2 と書かれたとして
g1 · g2も同様に eX3という形でかけるであろうか．これに対する答えとし
てCampbell-Haussdorffの公式が知られている．

X3 = X1 + X2 +
1

2
[X1, X2] +

1

12
[X1 −X2, [X1, X2]] + · · ·

=
∞∑

m=1

1

m
{Zm(X1, X2) + (−1)mZm(X2, X1)}

Zm(X, Y ) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n

∑

(pi,qi)

[adX]p1 [ad Y ]q1 · · · [adX]pn−1 [ad Y ]qn−1

p1!q1! · · · pn−1!qn−1!
X

n−1∑

i=1

(pi + qi) = m− 1 , pi + qi > 0
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より簡単化された公式も最近議論されている．M. Reinsch: arXiv:math-

phys/9905012．

この公式によりリー環による記述が単位元近傍のみでなく，リー群全
体にある程度拡張できることがわかる．しかしより精密な議論のために
は位相幾何 (Homotopy群)の知識を援用する必要がある．

7.2 リー群の大局的な構造(Global structure of Lie group)

連結性 (π0(G)) リー群Gが連結であるとは，Gの任意の 2元 g1, g2を
G上の曲線で結ぶことができるということを意味する．この曲線は関数
g(t) ∈ G, t = [0, 1]で，g(0) = g1, g(1) = g2となるもので表される．

連結でないものの例としてO(3) = {g ∈ GL(3,R)|g · gt = E}．gt · g =

Eより det(g)2 = 1．これから det(g) = ±1となる．det(g1) = 1となる元
(例えば g1 = E)と det(g2) = −1となる元 (例えば g2 = −E)とはO(3)上
の曲線で結ぶことができない．曲線上で det(g)が+1から−1にジャンプ
することはあり得ないため．

G0をGの元で単位元と曲線でつなぐことができる成分の集合とする．
これを群Gの単位元の連結成分と呼ぶ．G0はGの不変部分群となるこ
とに注意する．つまり任意の g ∈ Gに対し g · G0 · g−1 = G0となること
が示される．これから剰余類G/G0は群の構造を持つ．例えばG = O(3)

に対してはG/G0 = Z2となる．この剰余類群を π0(G)と書き，ゼロ次の
ホモトピー群 (homotopy group) と呼ぶ．

単連結性 (π1(G)) 単位元 eから eにいたる任意のG0上の曲線が自明な
道に収縮可能であるとき，Gは単連結であるという．ここで eから eへの
道は上と同様に写像 g(t) ∈ G (t ∈ [0, 1])で g(0) = g(1) = eとなるものを
指す．また自明な道とは g0(t) = e (t ∈ [0, 1])を指す．

曲線 g1が曲線 g2(t)に収縮可能であるとは写像 g12(t, s), t, s ∈ [0, 1]が
存在して g12(t, 0) = g1(t), g12(t, 1) = g2(t) とできることを指す．この様
な写像が存在するとき２つの道はホモトープであるといい g1 ∼ g2などと
書く．

eから eにいたる道全体は，互いにホモトープとなる道を同一視すると，
群構造を持つ．例えば道 g1と道 g2の積を

g1 · g2(t) =

{
g2(2t) t ∈ [0, 1

2
]

g1(2t− 1) t ∈ [1
2
, 1]
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と定義し，道 gの逆元を

g−1(t) = g(1− t) t ∈ [0, 1]

と定義する．単位元は eから eへの自明な道である．この群を群Gの基
本群 (π1(G0))と呼ぶ．

群Gが単連結であるというのは基本群 π1(G0)が単位元のみで構成され
ることを意味する．

単連結でない群の例：

1. U(1) = {a ∈ C| |a|2 = 1}: nを任意のゼロでない整数として道

gn(t) = e2πint (t ∈ [0, 1])

を考えると，これらは全て自明な道に収縮可能でない．また

gn · gm ∼ gn+m

となるので，基本群は π1(U(1)) = Zとなる．

2. SO(3): 局所的に SU(2)と SO(3)が同型であることはよく知られて
いる．これらの間の写像として g ∈ SU(2)に対し g̃ ∈ SO(3))を次
のように対応づける:

g†σig =
3∑

j=1

σj g̃ji

ここで σiは Pauli行列である．

この対応を使って SU(2)の中の次のような道を考える．

g(t) =

(
eπit 0

0 e−πit

)
, t ∈ [0, 1]

この道は SU(2)の中ではEと−Eを結ぶ閉じていない道であるが，
SO(3)の対応する道 g̃(t)の方はEからEへの閉じた道となる．こ
の道は自明な道に連続的に収縮可能でない．一方SU(2)の中でこの
道を 2回合成したもの g · gは SU(2)の中で閉じた道となり自明な
道に収縮可能である．それに対応して SO(3)の中で g̃ · g̃の自明な
道に収縮可能となる．これから

π1(SO(3)) = Z2

となることがわかる．

位相的にはSU(2)はS3 (3次元球面)と同相であり単連結である．ま
た SO(3)は SU(2)/ {E,−E} = RP3 (3次元実射影空間)と同相で
ある．
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Lieの定理 Lie代数 gを持つ単連結な Lie群Gが一意的に存在する．こ
れを Lieの定理と呼ぶ．またここで現れた単連結な Lie群を不変被覆群
(universal covering group)と呼び UGと書くことにする．

一般に同じLie代数を持つLie群はいくつか存在している．それらは次
のような一般形を持つ．

UG/D

ここでDはGの離散的な不変部分群である．（つまり任意の g ∈ UG, 任
意の d ∈ Dに対し g−1dg ∈ Dとなる．）

行列で定義されているLie群に対しては，Schurの補題によりDは{λE}
(ただし λ ∈ C)の形に限定される．

例えば SU(n)は単連結な Lie群であるが，それに対するDとして上の
形を仮定すると g†g = Eより |λ|2 = 1, det(g) = 1より λn = 1となるので

D =
{
ω`E

}
, ω = e2πi/n , ` = 0, 1, · · · , n− 1

というものが可能である．つまり SU(n)と SU(n)/Znは同じリー代数を
持つLie群である．特にn = 2の場合は上で見た例，すなわちSU(2)/Z2 =

SO(3)である．

Lie群の表現論とLie代数の表現論 Lie代数 gの表現とは，写像 ρ : g →
GL(n,C)であって括弧積の構造を保つ，つまりX1, X2 ∈ gに対し

[ρ(X1), ρ(X2)] = ρ([X1, X2])

となるものである．ここで左辺の括弧は行列の交換関係である．ρの行列
の次元を表現の次元と呼ぶ．

一般に不変被覆群の元は eXの形にかけるので，対応する Lie群の表現
は Lie代数の表現を用いて

ρ(eX) = eρ(X)

とかける．これから不変被覆群の表現はLie代数の表現と同じであること
がわかる．

一方上で述べた単連結でないが同じ Lie代数を持つ群 UG/Dに対して
は，Dに属する元 dに対し

ρ(d) = E

とならなくてはいけない．これからLie代数の表現からLie群の表現を上
のように作ったとき，この制限を満たさない表現はUG/Dの表現とはな
らないことに注意する．
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例えば SU(2)はスピン j (j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, · · ·) の 2j + 1次元表現を持つこ

とがよく知られている．一方SO(3)も同じLie代数を持つが，jは整数で
ある必要がある．つまり半奇数の jに対しては ρ(−E) = −Eとなること
から上の制限を満たさず，SO(3)の表現にはなっていない．

7.3 su(2)と su(3)の表現

su(2)の復習 Lie代数の表現の基本となるのは su(2)の代数

[Ji, Jj] = i
∑

k

εijkJk

の表現である．量子力学ではこの代数の表現を得るために昇降演算子J± =

J1 ± iJ2を導入した．これらが満たす代数は，

[J3, J±] = ±J± , [J+, J−] = 2J3

である．

この表現を構築する主要なステップは次のようなものであった．

1. 互いに交換する最大の生成子の集合を探す．今の場合は J3と全角
運動量演算子 J2 =

∑
i J

2
i である．これらは同時対角化可能である．

2. 最高重み状態を決める．条件としては

J+|j, j〉 = 0 , J3|j, j〉 = j|j, j〉
この 2つの条件から状態 |j, j〉の J2の固有値が j(j + 1)に定まる．

3. 最高重み状態 |j, j〉に下降演算子 J−をかけていくと J3の固有値が
一つずつ下がっていく．例えば

J3(J−)p|j, j〉 = (j − p)(J−)p|j, j〉
となる．一方J2とJ−は交換するのでJ2の固有値は変化しない．つ
まり (J−)p|j, j〉 ∝ |j, j − p〉である．

4. この比例係数は次のようにして順次決められる．まず |j, j〉から出
発し |j, m〉まで比例係数まで含めて状態が決められたとする．つま
り 〈j,m|j, m〉 = 1とする．このとき J−|j,m〉 = Nj,m|j,m− 1〉とす
ると

Nj,m
2 = 〈j, m|J+J−|j, m〉

= 〈j, m|(J2 + J2
3 + J3)|j, m〉

= (j −m + 1)(j + m)
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これから j + m > 0である限りNj,m =
√

(j −m + 1)(j + m)とす
ると規格化が決まる．

5. もし jに何の制限もないとすると (J−)p|j, j〉 (p = 0, 1, 2, · · ·)が無限
次元の表現空間の基底を与える．しかし上の議論で j +m = j +(j−
p) < 0となると状態の正値性が要求できなくなる．これから p > 2j

に対しては Jp
−|j, j〉 = 0 としなくてはいけない．これは jが 1/2の

整数倍 `/2であることを要求し，表現の量子化が起こる．このとき
表現の次元は有限になって 2j + 1次元表現となる．表現の基底は

|j, j〉 , |j, j − 1〉 , · · · , |j,−j + 1〉 , |j,−j〉

となる．

su(3) 自明でない最も簡単な Lie代数の表現論は su(3)から始まるので，
まずある程度具体的に表現を作っていく．構成法は実は su(2)で行ったス
テップの繰り返しである．

su(3)は 3行 3列の行列Xに次の条件を要求することにより得られる：

X† = X , tr(X) = 0 .

このような行列は 8次元となりその基底は Pauli行列を一般化したGell-

mann行列

λ1 =




0 1 0

1 0 0

0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0

i 0 0

0 0 0


 , λ3 =




1 0 0

0 −1 0

0 0 0


 ,

λ4 =




0 0 1

0 0 0

1 0 0


 , λ5 =




0 0 −i

0 0 0

i 0 0


 , λ6 =




0 0 0

0 0 1

0 1 0


 ,

λ7 =




0 0 −i

0 i 0

0 0 0


 , λ8 =

1√
3




1 0 0

0 1 0

0 0 −2




を用いて

Ta ≡ λa

2

で与えられる．このとき

tr(TaTb) =
1

2
δab

と正規化されていることに注意する．
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su(2)の場合の J3に対応する可換な生成子を探すと，今度はT3とT8の
2種類あることがわかる．いま

H1 = T3 , H2 = T8

という記号を導入する．このように可換な生成子のことをCartan部分
代数 (Cartan subalgebra)と呼ぶ．

残りの生成子を su(2)における J±の様な昇降演算子の形にしたい．こ
のため次のような線形結合を考える：

1√
2
(T1 ± iT2) = E±~α1 ,

1√
2
(T4 ± iT5) = E±~α2 ,

1√
2
(T6 ∓ iT7) = E±~α3

ここで現れたベクトル ~αi ∈ R2 (i = 1, 2, 3)は

~α1 =

(
1

0

)
, ~α2 =

(
1/2√
3/2

)
, ~α3 =

(
1/2

−√3/2

)

で与えられ，Hi (i = 1, 2)の「固有値」
[
Hi, E~αj

]
= (~αj)

iE~α

を表している．ここで (~αj)
iはベクトル ~αj の第 i成分である．Cartan部

分代数が 2次元 (2個の基底がある)事に対応して，生成子の固有値も 2

次元空間となることに注意する．su(3)の生成子のなす固有値をプロット
すると図 4のようになる．（原点の 2重丸はH1,2が固有値ゼロを持つこと
に対応している）このような生成子のCartan部分代数に対する固有値の
集合をルート系 (root system)と呼び，±~αiなどをルートベクトル (root

vector)と呼ぶ．

SU(2)に場合には Cartan部分代数は 1次元であり，ルートベクトルは
(±1), (0) (それぞれ J±, J3に対応)となる．SU(3)はこの 2次元への拡張
である．

次に su(3)の表現を考える．まず基本表現 (Young図は [1])を考える．
この表現は次元 3であり基底は

~e1 =




1

0

0


 , ~e2 =




0

1

0


 , ~e3 =




0

0

1




である．これらのベクトルはCartan部分代数H1,2の固有ベクトルになっ
ている．

H1~e1 =
1

2
~e1 , H1~e2 = −1

2
~e2 , H1~e3 = 0 ,

H2~e1 =
1

2
√

3
~e1 , H2~e2 =

1

2
√

3
~e2 , H2~e3 = − 1√

3
~e3
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図 4: SU(3) ルート系

これらをルート系の時と同様にベクトル表示してHi~ej = (~ωj)
i~ejと書くこ

とにする．ここで (~ωj)
iは 2次元空間のベクトル ~ωj の第 i成分である．こ

の3個のベクトル~ωjを基本表現に対するウェイトベクトル (weight vector)

と呼ぶ．一般にウェイトベクトルは任意の表現に対するHiの固有値を指
す言葉であり，基本表現に対応するウェイトは基本ウェイト (fundamental

weight)と呼び，他と区別する．

既に述べたように SU(3)の表現はこれらの表現の直積をとりYoungの
対称子をかけることにより系統的に得られる．基底の直積 ~ej1 ⊗ · · · ⊗ ~ej`

はCartan部分代数の元Hiの固有ベクトルになっており

Hi~ej1 ⊗ · · · ⊗ ~ej`
= (~ωj1 + · · ·+ ~ωj`

)i~ej1 ⊗ · · · ⊗ ~ej`

となる．この固有値はYoungの対称子で対称化しても変化しない．

例えば基本表現を 2回直積をとると [2] (6次元表現)と [1, 1](3次元表
現) が得られるが，前者が対称化，後者が反対称化であることを思い出す
とそれらの基底が容易に得られる．まず [2]に対応する表現の基底は

~ei ⊗ ~ei, (i = 1, 2, 3) ,
1

2
(~ei ⊗ ~ej + ~ej ⊗ ~ei), (i < j)

の 6個，[1, 1]に対する基底は

1

2
(~ei ⊗ ~ej − ~ej ⊗ ~ei), (i < j)

の 3個である．これらの基底に対するウェイトを図示すると図 5のよう
になる．
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図 5: SU(3) ウェイト

[問題]箱の数が 3個の場合に可能な表現 [3], [2, 1], [13]についてウェイト
を書き出せ．特に [2, 1]に対するウェイトはルート系 (図 4)と一致するこ
とを示せ．

一般にウェイト ~ωに対応する状態を |ω〉 と書くと，E~α|ω〉は重み ω + α

を持つ．これは次のように示される:

HiE~α|ω〉 = [Hi, E~α]|ω〉+ E~αHi|ω〉 = (αi + ωi)|ω〉

SU(3)の場合は

~ω1 − ~ω2 = ~α1 , ~ω1 − ~ω3 = ~α2 , ~ω3 − ~ω2 = ~α3

であるので，上の構成により隣り合うウェイトの点は ~αi で関係づけられ
ることがわかる．これはSU(2)の表現において |j, m〉と |j, m± 1〉が昇降
演算子 J±で関係づけられることの一般化である．

7.4 SU(3)の応用：quark模型

SU(3)の表現の最も典型的な例として素粒子論における quark模型が
あげられる．まず素粒子の中で quarkの占める位置を簡単に触れる．

現在観測されている素粒子は 2つに分類することができる．一つは物質
を構成する場であり，quark, lepton, Higgs粒子などがあげられる．その一
方で，相互作用を媒介する粒子 (gauge粒子)があり，電磁相互作用 (ゲー
ジ群 U(1))を媒介する photon γ, 弱い相互作用 (SU(2))を媒介するweak

boson Z, W±, 強い相互作用 (SU(3))を媒介する gluonがあげられる．
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quarkは6種類あることが知られておりそれぞれu (up), d(down), s(strange),

c(charm), b(bottom), t(top)という名前が付けられている．quarkは電荷も
持っており電磁相互作用にも影響されるが，それよりはるかに強いSU(3)

相互作用に主に支配されている．ここでは質量が比較的近い u, d, sの 3

種類に議論を限定する．この 3種類の quarkは 2種類の SU(3)対称性を
持っている．一つは強い相互作用の SU(3)であり，この自由度を書き表
すため 3種類の quark に添字を付け ui, di, si (i = 1, 2, 3)と書くことにす
る．一方もう一つのSU(3)対称性は uと dと sを互いに入れ換える対称性
であり，こちらはフレーバー (flavor) SU(3)と呼ぶ．この 2種類のSU(3)

に対して quarkは基本表現であることに注意する．

quarkの複合粒子である baryonとmesonの事を調べるためには，まず
colorの自由度から来る制約に注意しなくてはいけない．強い相互作用の
動力学的な性質として，遠距離に行くほど束縛エネルギーが強くなると
言う点がある．このため少なくとも観測のレベルでは colorの自由度は表
に出てこない．言い換えると color SU(3)に対する singlet のみが観測に
かかる．この現象は閉じこめ (confinement)と呼ばれ量子色理論 (QCD)

の特徴的な性質である．

既に学んだように SU(3)の基本表現から singletを作るためには，少な
くとも 3個の基本表現を反対称に組み合わせる必要がある．つまり qiを
一般の quarkを表す記号として，

εijkqiqjqk

という波動関数をとる必要がある．このように quarkを組み合わせるこ
とにより作られる複合粒子をバリオン (baryon)と呼ぶ．

もう一つの可能性としては [1, 1]表現 (3次元)と基本表現を組み合わ
せる

3 ([1])⊗ 3̄ ([1, 1]) = 8 ([2, 1])⊕ 1 ([1, 1, 1])

というものである．実際反 quark (q̄) は [1, 1]表現に属しているので，こ
の組み合わせ qq̄が可能である．このようにして作られる複合粒子を中間
子 (meson)と呼ぶ．

ここで quarkの量子数とHi (i = 1, 2)の固有値の関係をみる．quarkの
持つ量子数には電荷 (Q),バリオン数 (B), strangeness (S),ハイパーチャー
ジ (Y), アイソスピン (T3)があげられる．これらは独立ではなく，次のよ
うな関係がある．

Y = B + S , Q = T3 +
Y

2

u,d,sに対する量子数は次の表にまとめられる．
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Q B S Y T3

u 2/3 1/3 0 1/3 1/2

d −1/3 1/3 0 1/3 −1/2

s −1/3 1/3 −1 −2/3 0

これを T3を横軸，Y を縦軸にしてプロットすると

Τ

Y

3

ud

s

図 6: quarkの量子数

となる．これは T3をH1とし
√

3Y/2をH2とすると基本表現のウェイト
そのもの (u↔ ω1, d↔ ω2, s↔ ω3)である．

実際にどのような SU(3)内部自由度とスピンとの組み合わせが可能で
あるかを見るためには quarkの波動関数を調べる必要がある．quarkは
fermionでありその波動関数全体は反対称でなくてはいけない．動径方向
の波動関数は基底状態のみを考えれば完全対称である．また色の自由度
については既に見たように baryonに関しては完全反対称である必要があ
る．このとき残りの自由度は flavor SU(3)とスピンとなり，これらに関
する波動関数は組み合わせて対称にする必要がある．

flavor SU(3)の波動関数はYoungの対称子により 3種類の表現が作れ
ることはこれまで何度も見てきた．

3⊗ 3⊗ 3 = 10 ([3])⊕ 2× 8 ([2, 1])⊕ 1 ([1, 1, 1])

一方スピンの SU(2)も同様に既約表現が作られる．

2⊗ 2⊗ 2 = 4 ([3])⊕ 2× 2 ([2, 1])

これらを組み合わせて対称にするためには同じYoung図に対応する表
現を組み合わせなくてはいけない (Youngの対称子は対称化と反対称化の
組み合わせである事を思い出すと同じ型のYoung図を組み合わせない限
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り，どこかに反対称な部分が残ってしまう)．これから言えることはまず
SU(2)で対応する表現の無いSU(3)の 1表現は現れないという点である．
また SU(2)の 4表現がスピン 3/2, 2表現がスピン 1/2であることを思い
出すと，フレーバーについての10表現に属する粒子はスピン 3/2であり，
8表現に属する粒子はスピン 1/2となることがわかる．これは現実に観測
されている baryonのスペクトルと合致している（下図参照）．

T

Y

∆∆∆∆

ΣΣΣ

ΞΞ

Ω

T

Y

ΣΣ ΛΣ

ΞΞ

PN

+++0-

*+*0*-

*0*-

-

+0

0

-

-

図 7: Baryonのスペクトル

[問題]それぞれのバリオンがどのようなクォークの組み合わせでできて
いるかを考えよ．

7.5 Lie代数の表現論：一般論

Cartan部分代数と昇降演算子 リー環の生成子はCartan部分代数の元
Hi (i = 1, · · · ,m)と r−m個の昇降演算子E~αに分類できる．ここで rは
リー環の次元，mはその階数 (rank)である．~α はm次元空間のベクトル
で rootベクトルと呼ばれる．それらのなす代数は

[Hi, Hj] = 0 , [Hi, E~α] = αiE~α

となる．一方リー環の表現空間はweightベクトルと呼ばれるm次元空間
のベクトル元 ~ωを用いてHi|~ω〉 = ωi|~ω〉 を満たす．これらの元に対して
昇降演算子を作用させると，HiE~α|~ω〉 = (αi + ωi)E~α|~ω〉となり，昇降演
算子が weightベクトル ~ωを rootベクトルの分だけずらすことがわかる．
つまり

E~α|~ω〉 ∝ |~ω + ~α〉
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である．今リー環の規格化因子を適当な定数λを用いてTr (TaTb) = λδab，
すなわち

〈E~α|E~β〉 := λ−1Tr
(
E†

~αE~β

)
= δ~α,~β , 〈Hi|Hj〉 := λ−1Tr (HiHj) = δi,j

としておく．定数 λは su(3)の場合は 1/2である．この規格化の下で後で
用いる公式

[E~α, E−~α] =
m∑

i=1

αiHi ,

が成立する．（証明）状態E~α|E−~α〉はweightベクトルがゼロなので，E~α|E−~α〉 =
∑m

i=1 βi|Hi〉と展開可能なはずである．このβiは以下のように計算できる．

βi = 〈Hi|E~α|E−~α〉 = λ−1Tr (Hi [E~α, E−~α]) = λ−1Tr (E−~α [Hi, E~α])

=
αi

λ
Tr (E−~αE~α) = αi

正（負）のroot su(2)の場合を思い出すと表現の構成のためには，J+|j, j〉 =

0を満たす最高重み状態 |j, j〉から出発して降下演算子 J−をかけていくこ
とにより表現空間 |j, j〉, |j, j − 1〉, · · · , |j,−j〉を構築する．同様のことを
一般のリー代数で行うためには昇降演算子 E~α を，上昇演算子と下降演
算子に分類する必要がある．ここでは rootベクトル ~αを用いて次のよう
に rootの正負をを定義する．今 ~αの成分αiを i = 1からmまで順番に取
り出しゼロでない最初のαiが正（負）の場合 ~αは正（負）であるとする．
正（負）の ~αを正（負）根と呼び，それに対応するE~α を上昇（下降）演
算子と呼ぶ．su(2)の場合と同じく，全ての上昇演算子でゼロになる状態
E~α|~ω〉 = 0 (~α > 0)を最高重み状態と呼び，これを用いて既約表現を構成
することになる．

su(3)の場合は正根は (1, 0), (1/2,±√3/2)の３つである．

単純根 ２つの正根の和として書けない正根を単純根と呼ぶ．例えばsu(3)

の場合は上の３つのうち (1/2,±√3/2)は単純根であるが，

(1, 0) = (1/2,
√

3/2) + (1/2,−
√

3/2)

であるので (1, 0)は単純根ではない．

任意の正根は単純根の１つ以上の組み合わせの和として書ける．また
単純根は階数 (Cartan部分代数の次元)だけ存在している．

ノルム因子 具体的にweightベクトルの集合を構成するためには，最高
重み状態から降下演算子をかけていって，ゼロにならないものを拾って

48



いけばよいが，その際関係式E~α|~ω〉 = N~α,~ω|~ω + ~α〉, に現れるノルム因子
N~α,~ω を決定することが本質的である．ここではそのいくつかの関係式を
導く．

1. 隣り合う係数の関係

|N~α,~ω−~α|2 − |N~α,~ω|2 = ~α · ~ω · · · (∗)

(証明)[E~α, E−~α] =
∑m

i=1 αiHiより 〈~ω|[E~α, E−~α]|ω〉 =
∑m

i=1 αi〈~ω|Hi|~ω〉 =
∑m

i=1 αiωi．一方左辺は 〈~ω|E~αE−~α|~ω〉 − 〈~ω|E−~αE~α|~ω〉 = |N−~α,~ω|2 −
|N~α,~ω|2,であるがN~α,~ω = 〈~ω−~α|E−~α|~ω〉 = 〈~ω−~α|E†

~α|~ω〉 = (N~α,~ω−~α)∗

を代入すると与えられた結果が得られる．

2. 一般に状態 |~ω〉に対して非負整数p, qが存在し，E~α|~ω+p~α〉 = E~α|~ω−
q~α〉 = 0 であるとすると

~α · ~ω
|~α|2 = −1

2
(p− q) . · · · (∗∗)

(証明) 公式 (*)を |~ω〉に昇降演算子をかけた状態に繰り返し適用す
ると，

|N~α,~ω+(p−1)~α|2 − 0 = ~α · (~ω + p~α)

|N~α,~ω+(p−2)~α|2 − |N~α,~ω+(p−1)~α|2 = ~α · (~ω + (p− 1)~α)

...

0− |N~α,~ω−q~α|2 = ~α · (~ω − q~α)

この両辺をそれぞれたすと左辺はゼロ．右辺は

(p + q + 1)~α · ~ω + |~α|2
(

p(p + 1)

2
− q(q + 1)

2

)

= (p + q + 1)
{
~α · ~ω +

1

2
|~α|2(p− q)

}

p + q + 1 ≥ 1だから括弧の中をゼロと置くと公式が証明される．

rootベクトルのなす角度 公式 (**)を随伴表現に適応すると ~ωが root

ベクトルになるので ~α·~β
|~β|2 = q−p

2
:= m

2
(mは適当な整数)．これと ~α ↔ ~βと

した式
~β·~α
|~α|2 = q′−p′

2
:= m′

2
を辺辺かけ合わせると

|~α · ~β|2
|~α|2|~β|2 =

mm′

4
= cos2 θ .
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ここで θは２つの rootベクトルのなす角度であるがそれはmm′が非負
整数であるから 4つの可能性しかないことがわかる．つまり mm′ = 0

(θ = π/2), mm′ = 1 (θ = π/3, 2π/3), mm′ = 2 (θ = π/4, 3π/4), mm′ = 3

(θ = π/6, 5π/6) である．

Dynkin図 特に単純根に対しては上の公式はさらに簡単化される．こ
れは２つの単純根 ~α, ~βに対する性質6

E−~α|Eβ〉 = 0

によるもので，上の公式で q = q′ = 0，つまり ~α·~β
|~α|2 = −p/2 ≤ 0,

~β·~α
|~β|2 =

−p′/2 ≤ 0 が成立する．これから単純根の間の角度には次の制限が付く，

π/2 ≤ θ < π → θ =
π

2
,
2π

3
,
3π

4
,
5π

6
.

ここで θ = πは単純根は正の根であるからあり得ないことに注意する．２
つの非負整数 (p, p′)と単純根のなす角度と長さの比の関係は

cos θ = −1

2

√
pp′ , |~β|2/|~α|2 = p/p′

これから角度が θ = 2π/3の場合には p = p′ = 1だから２つの単純根の長
さは等しくなり，θ = 3π/4, 5π/6の場合は (p, p′) = (1, 2), (1, 3)（あるい
はその入れ替え）であるから単純根の長さの比は

√
2または

√
3となる．

例えば SU(3)の場合２つの単純根 (1/2,±√3/2)のなす角度は 2π/3であ
り単純根の長さは等しい．リー環の表現論は単純根とそれらがお互いに
なす角度により一意的に定まる．この状況を図示する際，便利であるの
は図１で示すように単純根を○，互いになす角度を○の間の線分の数で
表すものである．これをDynkin図と呼ぶ．

リー環の分類 単純リー環の分類は全てなされており，以前与えた４つ
の古典リー環 su(n + 1) (リー環の分類ではAnと書かれる．以下も同じ）
so(2n + 1) (Bn), sp(n) (Cn), so(2n) (Dn), および例外型と呼ばれる５
種類 G2, F4, E6, E7, E8 である．それらの Dynkin図は図２のようにな
る．これらの中には同じ図式が含まれている．それはA3 = D3, B2 = C2,

D2 = A1 ×A1である．これは対応するリー環が同型であることを示して

6この等式は [E−~α, E~β ] = 0，あるいは ~β − ~αが rootベクトルにならないことと等価

である．これを示すために ~β − ~α = ~γ と書き，かりに ~γ を正の rootベクトルと仮定し
てみる．そうすると ~β = ~α +~γであるから単純根 ~βが正根の和で書かれることとなり単
純根の性質と矛盾する．同様に ~γ が負の rootベクトルと仮定しても矛盾が起こること
が示される．従って ~γ は rootベクトルではない．
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θ=5π/6

θ=3π/4

θ=2π/3

θ=π/2

図 8: 単純根のなす角度を示す図式 (Dynkin図)．○は単純根を示す．

いる．つまりそれぞれ su(4) = so(6), so(5) = sp(2), so(4) = su(2)×su(2)

である．A型，D型，E型は共通する性質，つまり全ての単純根が一本線で
結ばれているという性質を持つ．このようなリー代数を総称して simply

laced Lie algebraと呼ぶ．

A

B

C

D

G F

E

図 9: 単純リー環のDynkin図．○，●は単純根．●は○より長さが短い

ものを指している．

基本の重み (fundamental weight) 最高重み状態は全ての単純根に対
してE~α|~ω〉 = 0を満たす状態である．これは公式 (**)を用いると

2~αi · ~ω
|~α|2 = qi ≥ 0 , (i = 1, 2, · · · ,m)

を意味している．逆に言うとm個の非負整数 qiを与えることは最高重み
状態を与えることと同等である．上の関係式を満たす ~ωは常に

~ω =
m∑

i=1

qi~ωi
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という形にかける．ここで ~ωiは基本重み (fundamental weight) と呼
ばれるベクトルであり，関係式

2~αi · ~ωj

|~αi|2 = δij

で決定される．qiは su(2)の表現における総角運動量 jに対応する量子数
である．
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第 II部

微分形式

8 外積代数

wedge積 V を n次元ベクトル空間 (Rn)とするときwedge積 (外積)

を直積を反対称化したものとして定義する：

~α1 ∧ · · · ∧ ~αp =
1

p!

∑

σ∈Sp

(−1)σ~ασ(1) ⊗ · · · ⊗ ~ασ(p) , ~αi ∈ V

このように p個のベクトルの直積を反対称化した空間は線形空間となり，
∧pV と書くことにする．p個のベクトルの wedge積は p-ベクトルとも呼
ばれる．この空間の次元は

dim(∧pV ) =

(
n

p

)
=

n(n− 1) · · · (n− p + 1)

p!

である．wedge積は次のような性質を持つ：

1. 反対称性

~α1 ∧ · · · ∧ ~αi ∧ · · · ∧ ~αj ∧ · · · ~αp = −~α1 ∧ · · · ∧ ~αj ∧ · · · ∧ ~αi ∧ · · · ~αp

2. 線形性

~α1 ∧ · · · ∧ (a1~αi + a2~α
′
i) ∧ · · · ~αp

= a1~α1 ∧ · · · ∧ ~αi ∧ · · · ∧ ~αp + a2~α1 ∧ · · · ∧ ~α′i ∧ · · · ∧ ~αp

ただし a1, a2 ∈ R, ~αi ∈ V．

例えば V = R3，~v =
∑3

i=1 vi~ei ，~u =
∑3

i=1 ui~eiとすると，

~v ∧ ~u =
∑

i<j

(viuj − uivj)~ei ∧ ~ej = w1~e2 ∧ ~e3 + w2~e3 ∧ ~e1 + w3~e1 ∧ ~e2

となる．ここでwiは ~vと ~uのベクトル積 ~v × ~u の第 i成分である．これ
から外積はベクトル積の一般化であることがわかる．
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∧pV の基底

1. V の基底を ~ei (i = 1, · · · , n)とすると，∧pV の基底は 1 ≤ i1 < i2 <

· · · < ip ≤ nに対して ~ei1 ∧ · · ·~eip となる．

2. p = nの場合 dim(∧nV ) = 1で基底は ~e1 ∧ · · ·~enとなる．また ~vi =∑n
j=1 Rij~ejに対して

~v1 ∧ · · · ∧ ~vn = det(Rij)~e1 ∧ · · · ∧ ~en

となる．

3. p > nの場合 dim(∧pV ) = 0：これは n次元ベクトルを n回より多
い回数反対称化すると自動的にゼロになるからである．

∧pV の内積 ∧pV の二元 λ, µ（ただし λ = ~v1 ∧ · · · ∧~vp, µ = ~u1 ∧ · · · ∧ ~up

とする）に対し内積は V の内積を用いて次のように定義される：

(λ, µ) = det i,j=1,···,p(~vi, ~uj)

基底を用いた表示では ∧pV の二元を

λ =
∑

i1<···<ip

λi1···ip~ei1 ∧ · · · ∧ ~eip , µ =
∑

i1<···<ip

µi1···ip~ei1 ∧ · · · ∧ ~eip

と書き V の基底の間の内積を (~ei, ~ej) = Gijと書くと

(λ, µ) =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jp

λi1···ipµj1···jp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Gi1j1 · · · Gipj1
...

...

Gi1jp · · · Gipjp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

となる．

外積空間とフェルミオンの関係 外積空間はフェルミオンのフォック空間
と深い関係があることを見よう．~eiを V の基底，~eiをその双対基底

(~ei, ~e
j) = δj

i

とする．このとき外積空間 ∧∗V （このように書いたときは ∧pV (p =

0, 1, · · · , n)を総称して指すものとする）に作用する 2種類の演算を次の
ように定義する．

1. ψ̄i: λ ∈ ∧pV → ψ̄i(λ) = ~ei ∧ λ ∈ ∧p+1V
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2. ψi: λ ∈ ∧pV → ψi(λ) = i(~ei)λ ∈ ∧p−1V

ただし i(~v)は内積演算子であり λ = ~v1 ∧ · · ·~vpに対し

i(~u)λ =
p∑

j=1

(−1)j−1(~u,~vj)~v1 ∧ · · · ∧ ~vj−1 ∧ ~vj+1 ∧ · · · ∧ ~vp

これらの演算子は次の反交換関係を満たす：
{
ψi, ψ̄j

}
= δi

j ,
{
ψi, ψj

}
= 0 ,

{
ψ̄i, ψ̄j

}
= 0.

これらは第二量子化されたフェルミオンの生成消滅演算子が満たす関係
式に他ならない．量子論の場合には V は第一量子化された粒子のヒルベ
ルト空間，~eiは規格直交化されたエネルギー固有状態を表す．また

~e1 ∧ · · · ∧ ~ep = ψ̄1 · · · ψ̄p(1)

であるが，これは真空 (1)に生成演算子をかけていくことにより p粒子状
態が作られることを表す．

Hodge双対 dim(∧pV ) = dim(∧n−pV )であるのでこの二つの空間の間
には対応関係が付くはずであるが，それがHodge双対と呼ばれるもので
ある．簡単のため ~eiを V の正規直交基底とする（つまり ~ei = ~ei）．上で
述べたフェルミオンの言葉を使うと簡明に書くことができる．

λ =
∑

i1<···<ip

λi1···ip~ei1 ∧ · · · ∧ ~eip =
∑

i1<···<ip

λi1···ipψ̄i1 · · · ψ̄ip(1) ∈ ∧pV

に対するHodge双対 ?λ ∈ ∧n−pV は次のように定義される：

?λ =
∑

i1<···<ip

λi1···ipψip · · ·ψi1σ

ただしここで σ = ~e1 ∧ · · ·~enである．フェルミオンの言葉では，Hodge

双対は生成演算子と消滅演算子との入れ換え，あるいは電子と空穴の入
れ換えを行うことに他ならない．また次の性質に注意する．λ ∈ ∧pV に
対し

? ? λ = (−1)p(n−p)λ

問題: V = R3の場合，
~v × ~u = ?(~v ∧ ~u)

となることを示せ．
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9 微分形式

定義 n次元空間M (Rnのような平坦な空間でも良いし後で考える多様
体のような曲がった空間でも良い)に座標 (x1, · · · , xn)が導入されている
として，微分 p-形式 (differential p-form)を

ω =
∑

0≤i1<···<ip≤n

ωi1···ip(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と定義する．微分 p-形式全体のなす空間をΩp(M)と書くことにする．ま
た |ω| = pとする．

dxiなどは直感的には座標 xiの形式的な無限小変分を想定するもので
あるが，ここでは単にある n次元線形空間7 の基底 (つまり ~ei)と考えて
おく方がわかりやすい．wedge積 ∧は前の章と同様にベクトル空間の外
積を表すものとする．つまり例えば

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

が満たされる．ωi1···ip(x)は座標 xiに依存する関数であり，添字の入れ換
えに対して反対称

ωi1···ir···is···ip(x) = −ωi1···is···ir···ip(x)

となるものである．Ωp(M)に属する微分形式を定義する係数関数 ωi1···ip

の独立な成分の数は全部で
(

n

p

)
個である．

積 外積代数の場合と同様に微分形式の間に p形式

ω =
∑

0≤i1<···<ip≤n

ωi1···ip(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と q形式
η =

∑

0≤j1<···<jq≤n

ηj1···jq(x) dxj1 ∧ · · · ∧ dxjq

の積は

ω∧η =
∑

0≤i1<···<ip≤n

∑

0≤j1<···<jq≤n

ωi1···ip(x)ηj1···jq(x) dxi1∧· · ·∧dxip∧dxj1∧· · ·∧dxjq

と定義される．この積に対して

ω ∧ η = (−1)pqη ∧ ω

が成立する．
7多様体では余接束 (cotangent bundle)のファイバー (fiber)
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座標変換における振る舞い M が持つ座標 xiを別のもの yiに取り替え
たとき微分形式は不変な意味を持つ．二つの座標の間の関係を

xi = φi(y)

とすると，dxiの部分は

dxi =
n∑

j=1

∂φi(y)

∂yj
dyj

と変換する．これから微分 p形式全体は

ω(x) =
∑

i1<···ip
ωi1···ip(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
∑

i1<···ip

∑

j1,···,jp

ωi1···ip(φ(y))
∂φi1

dyj1
· · · ∂φip

dyjp
dyj1 ∧ · · · ∧ dyjp

≡ (φ∗ω)(y)

のように変換される．この式の右辺は座標 yについての微分形式になっ
ている．

この変換は二つの異なる空間の間の写像 φ:N → M を用いてM 上の微
分形式 ωをN 上の微分形式 φ∗ωに写像したと見なすことも可能である．
φ∗ω(y)はM 上の微分形式 ωの引き戻し (pullback)と呼ばれる．

外微分演算子 外微分演算子 (exterior derivative) dはΩp(M)からΩp+1(M)

の写像であり

ω =
∑

0≤i1<···<ip≤n

ωi1···ip(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

に対して

dω =
∑

0≤i1<···<ip≤n

∑

j

∂ωi1···ip
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

外微分演算子の基本的な性質としては

1. d(ω + η) = dω + dη

2. d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)|ω|ω ∧ η

3. d2 = 0

4. d(φ∗ω) = φ∗(dω)
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このうち 3番目の性質は外微分演算子の最も基本的な性質であり，

d2ω =
∑

j,k

∑

i1<···<ip

∂2ωi1···ip
∂xj∂xk

dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と計算し，dxj ∧ dxkの部分が jと kの入れ換えに対して反対称であるの
に対して ∂2ωi1···ip

∂xj∂xk の部分が対称であることに注意すると上の表式がゼロ
となることがわかり，証明される．

また 4番目の性質は微分形式の外微分が座標変換，あるいは多様体間
の写像の下で不変な意味を持つことを意味している．計算を煩雑にしな
いため 1形式 ω = ωi(x)dxiに対して計算を行うと

φ∗ω = ωi(φ(y))
∂φi

∂yj
dyj

d(φ∗ω) =
∂

∂yk

(
ωi(φ(y))

∂φi

∂yj

)
dyk ∧ dyj

=

(
∂ωi

∂xl

∂φl

∂yk

∂φi

∂yj
+ ωi(φ(y))

∂2φi

∂yk∂yj

)
dyk ∧ dyj

=
∂ωi

∂xl

∂φl

∂yk

∂φi

∂yj
dyk ∧ dyj = φ∗(dω)(y)

となる．

Hodge双対 微分形式に対するHodge双対を定義するためには正規直交
化された基底が必要である．今の場合それは dxiを正規直交化することに
対応する．

座標 xiで測った空間M の計量を

ds2 =
∑

ij

gij(x)dxidxj

と書く．基底 dxiについて（局所的に）線形結合

ea =
n∑

i=1

Ea
i dxi

をとると計量テンソルを対角化して

ds2 =
n∑

a=1

eaea

という形に書くことができる．ここで現れる eaを多脚場 (vierbein) と呼
ぶ．これが dxiに対する正規直交化された基底となる．
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Hodge双対は eaを用いて外積空間の場合と同様に定義される．もとも
との ωを

ω =
∑

0≤i1<···<ip≤n

ωi1···ip(x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

に対して ea =
∑n

i=1 Ea
i dxiを逆に解いた表式 dxi =

∑n
a=1 Ei

ae
aを代入して

ω =
∑

a1<···<ap

ω̃a1···ape
a1 ∧ · · · ∧ eap

という形に書き直す．このとき ωのHodge双対は

?ω =
∑

a1<···<ap

ω̃a1···apψ
ap · · ·ψa1σ

と定義される．ここで演算子 ψと σ は外積代数の時と同様に定義されて
いる．例えばσ = e1∧· · ·∧epである．Hodge双対はΩp(M)からΩn−p(M)

への写像でありΩp(M)に属する ωに対して

? ? ω = (−1)p(n−p)ω

を満たす．

δ演算子 Hodge双対と外微分 dを組み合わせるとΩp(M)からΩp−1(M)

への演算子 δを
δ = (−1)np−n+1 ? d?

と定義できる8．d, φ∗, ∧などは空間の計量に依存しない概念であるが, ?

と δは計量に依存するものであることは注意が必要である．δは dと同様
に重要な性質

δ2 = 0

を満たす．ゼロ形式 f(x) ∈ Ω0(M) (つまり M 上の関数) に対しては
δf(x) = 0となる．(−1形式は存在しないため)．

Laplacian 微分形式に作用するLaplacianはΩp(M)をΩp(M)に写像す
る 2階微分演算子であり

∆ = (d + δ)2 = dδ + δd

と定義される．ゼロ形式 f ∈ Ω0(M)に対しては

∆f(x) = δdf(x) = ?d ? df(x)

となる．
8ここに現れる符号は nが偶数の時は −1，奇数の時は (−1)p となる．
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10 微分形式とベクトル解析

平坦な座標におけるベクトル解析 通常のベクトル解析との関連を見る
ためにはM = R3と置き，その直交座標を x1, x2, x3と書く．計量テンソ
ルは

ds2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

となるのでそれぞれの dxiは正規直交している:

(dxi, dxj) = δij

各次数の微分形式は

0形式 : スカラー場：f(x)

1形式 : ベクトル場：V1(x)dx1 + V2(x)dx2 + V3(x)dx3

2形式 : 擬ベクトル場：A1(x)dx2 ∧ dx3 + A2(x)dx3 ∧ dx1 + A3(x)dx1 ∧ dx2

3形式 : 擬スカラー場：g(x)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

ここでスカラー場と擬ベクトル場はパリティー変換 xi → −xi に対して
不変な場 f → f , Ai → Aiであり，一方ベクトル場と擬スカラー場は符号
を変えるものである．

電磁気学においてはスカラー場の例はスカラーポテンシャル φ(x), ベ
クトル場の例は電場Ei(x), 擬ベクトル場の例は磁場Bi(x)となる．また
流体力学における速度ベクトルはベクトル場 (1形式)の例である．

ベクトル解析には勾配 (grad), 発散 (div), 回転 (rot), Laplacian などの
概念が現れるがそれらは微分形式の言葉で簡明に書くことができる．

1. 勾配 (gradient)：スカラー場 (0形式)に作用してベクトル場 (1形式)

を得るものであり

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 +

∂f

∂x3
dx3

に注意すると 0形式に作用する外微分演算子 dそのものである．

2. 発散 (divergence)：ベクトル場 (1形式)に作用しスカラー場 (0形式)

を得るものであるので，1形式ω =
∑

i Vi(x)dxiに δを作用させると

−δω = ?d ? (V1dx1 + V2dx2 + V3dx3)

= ?d(V1dx2 ∧ dx3 + V2dx3 ∧ dx1 + V3dx1 ∧ dx2)

= ?(
∂

∂x1
V1 +

∂

∂x2
V2 +

∂

∂x3
V3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = div V

つまり発散は−δに他ならない．
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3. 回転 (rotation)：ベクトル場に対して外微分をほどこし，さらにHodge

双対をとると回転 (rot)が現れる．より具体的に見ると

?dω = ?d(V1dx1 + V2dx2 + V3dx3)

= ?

((
∂V3

∂x2
− ∂V2

∂x3

)
dx2 ∧ dx3 + · · ·

)

=
(
(∇× ~V )1dx1 + (∇× ~V )2dx2 + (∇× ~V )3dx3

)

つまり rot = ?dとなる．

4. 微分形式で定義した Laplacianはベクトル解析に現れるラプラシア
ンと (符号を除いて)一致する．つまり

(d + δ)2ω = ± ∑

i1<···<ip

(
∆ωi1···ip(x)

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

となる．ここで∆ =
(

∂
∂x1

)2
+

(
∂

∂x2

)2
+

(
∂

∂x3

)2
である．

曲線直交座標におけるベクトル解析 微分形式を使うメリットの一つは
それが座標に依存しない形で (一般座標変換に対して不変に！) 定義され
ているという点である．例えば電磁気学などでは曲線直交座標，例えば

1. 極座標:(r, θ, ϕ)．計量は

dx2 = (dr)2 + r2
(
(dθ)2 + sin2 θ(dϕ)2

)

2. 円筒座標: (r, θ, z)．計量は

dx2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + dz2

一般に曲線直交座標は計量が

ds2 = (h1(y))2(dy1)2 + (h2(y))2(dy2)2 + (h3(y))2(dy3)2

という形になるものを指す (hi(x) > 0とする)．これから正規直交基底は

ei = hi(y)dyi

とすればよいことがわかる．曲線直交座標系におけるベクトル解析では
この ei(y)を用いて成分を定義する．つまりベクトル場は

ω(y) =
3∑

i=1

Vi(y)dyi =
3∑

i=1

(Vi/hi)e
i

と書いたときの Vi/hiをベクトルの第 i成分と言う．このことに注意する
と曲線直交座標系における grad, div, rotなどは次のように書かれる．
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1. grad:

df =
∑

i

∂f

∂yi
dyi =

∑

i

1

hi

∂f

∂yi
ei

すなわち

(grad f)i =
1

hi

∂f

∂yi

2. div: Hodge双対の定義の際には eiを用い外微分をとるときには dxi

を用いた表式に戻る必要があるのに注意して計算する．

−δV = ?d ? (V1e1 + V2e2 + V3e3)

= ?d (V1e2 ∧ e3 + V2e3 ∧ e1 + V3e1 ∧ e2)

= ?d
(
V1h2h3dx2 ∧ dx3 + V2h3h1dx3 ∧ dx1 + V3h1h2dx1 ∧ dx2

)

= ?

(
∂

∂x1
(V1h2h3) +

∂

∂x2
(V2h3h1) +

∂

∂x3
(V3h1h2)

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=
1

h1h2h3

(
∂

∂x1
(V1h2h3) +

∂

∂x2
(V2h3h1) +

∂

∂x3
(V3h1h2)

)
≡ divV

3. rot:

?dV = ?d (V1e1 + V2e2 + V3e3)

= ?d
(
h1V1dx1 + h2V2dx2 + h3V3dx3

)

= ?

((
∂(h3V3)

∂x2
− ∂(h2V2)

∂x3

)
dy2 ∧ dy3 + cyclic perm.

)

= ?

(
1

h2h3

(
∂(h3V3)

∂x2
− ∂(h2V2)

∂x3

)
e2 ∧ e3 + cyclic perm.

)

=
1

h2h3

(
∂(h3V3)

∂x2
− ∂(h2V2)

∂x3

)
e1 + cyclic perm.

つまり

(rot V )1 =
1

h2h3

(
∂(h3V3)

∂x2
− ∂(h2V2)

∂x3

)
, · · ·

などとなる．

4. Laplacian: 簡単のためスカラー場に対するラプラシアンのみ計算す
ると

−(d + δ)2f = −δdf = ?d ? df

= ?d ?

(
∂f

∂y1
dy1 +

∂f

∂y2
dy2 +

∂f

∂y3
dy3

)

= ?d ?

(
1

h1

∂f

∂y1
e1 +

1

h2

∂f

∂y2
e2 +

1

h3

∂f

∂y3
e3

)
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= ?d

(
1

h1

∂f

∂y1
e2 ∧ e3 +

1

h2

∂f

∂y2
e3 ∧ e1 +

1

h3

∂f

∂y3
e1 ∧ e2

)

= ?d

(
h2h3

h1

∂f

∂y1
dy2 ∧ dy3 +

h3h1

h2

∂f

∂y2
dy3 ∧ dy1 +

h1h2

h3

∂f

∂y3
dy1 ∧ y2

)

= ?

(
∂

∂y1

(
h2h3

h1

∂f

∂y1

)
+ · · ·

)
dy1 ∧ dy2 ∧ dy3

=
1

h1h2h3

(
∂

∂y1

(
h2h3

h1

∂f

∂y1

)
+

∂

∂y2

(
h3h1

h2

∂f

∂y2

)
+

∂

∂y3

(
h1h2

h3

∂f

∂y3

))

これらの公式を通常のベクトル解析で導くときには複雑な幾何学的な考
察が必要であったが微分形式を用いると形式的な計算だけで導くことが
できる．これは微分形式の大きなメリットである．

11 Maxwell方程式と微分形式

Maxwell方程式 (以下では簡単のため c = 1となる単位系で議論する)

∇ · ~E = ρ , ∇ · ~B = 0

∇× ~B − ∂ ~E

∂t
= ~J , ∇× ~E +

∂ ~B

∂t
= 0

が時間 (t = x0)も含めた 4次元空間で考えると簡単化することを見る．以
下の議論では 4次元Minkowski計量

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

に対して規格化された多脚場を

e0 = idx0 , ej = dxj , (j = 1, 2, 3)

のように導入しそれを用いてHodge双対を定義することにする．

4次元の微分形式で電磁気を議論するために場の強さの 2形式を

F =
∑
µ<ν

Fµνdxµ ∧ dxν = −
3∑

i=1

Ei(x)dx0 ∧ dxi +
1

2

3∑

i,j,k=1

εijkBidxj ∧ dxk

と導入する．反対称行列 Fµνはあからさまには

F =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0



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と書ける．またカレントの 1形式を

j = −ρ(x)dx0 +
3∑

k=1

Jk(x)dxk

と定義する．これらの記号を使うとMaxwell方程式は簡単な形

δF = j , dF = 0

に書き換えられる．

このことは簡単な計算で示される．例えば

dF =
1

2

∑

i,j,k

εijk

(
(~∇× ~E)k +

∂Bk

∂x0

)
dx0∧dxi∧dxj +(~∇· ~B)dx1∧dx2∧dx3

となるので dF = 0はMaxwell方程式の 2番目と 4番目の式と同等にな
る．またHodge双対は計算すると

∗F = i
∑

j

Bjdx0 ∧ dxj +
i

2

∑

j,k,l

εjklEjdxj ∧ dxl

となるのでこれは
i ~E ←→ ~B

という入れ替えを引き起こす．このように電場と磁場の双対性は微分形
式の言葉ではHodge双対に他ならないことがわかる．δF = ?d ? F なの
で δF = −jがMaxwell方程式の 1番目と 3番目の式に同等であることを
示すのは難しくない．

電場と磁場はスカラーポテンシャル φとベクトルポテンシャル ~Aを用
いて

~B = ∇× A , ~E = −∇φ− ∂ ~A

∂x0

と書かれるが，微分形式の言葉で書き換えると

F = dA

という簡潔な形に再び書ける．ここでゲージポテンシャルの 1形式Aは

A = −φ(x)dx0 +
3∑

j=1

Aj(x)dxj

である．

一般に p形式 ω(x)が dω(x) = 0を満たすとき，少なくとも局所的には
p−1形式µが存在してω = dµという形に書ける．これはd2 = 0と矛盾し
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ない．Maxwell方程式は dF = 0という式を含むので，局所的に F = dA

という形に書けるのである．

ゲージポテンシャルの 1形式は関係式 F = dAからユニークに決定さ
れない．それはゲージ変換

A′ = A + dχ

を行っても同じF を定義するからである (つまり dA′ = dA+d(dχ) = F )．
ここで χは 0形式である．

12 単体分割と微分形式の積分

12.1 低次元の積分定理と微分形式

1形式の曲線上の積分 空間M上の p形式はMの p次元の部分空間の上
で積分することができる9．この最も自明な例としては pがゼロの場合で
0次元部分空間とは「点」であり 0形式の点上の「積分」とは単に 0形式
を表す関数のその点における値に他ならない．つまり

∫

[P ]
f = f(P )

となる．

次に自明でない例として p = 1の場合を考える．例えば 2次元のR2上
の曲線を考えその上で微分 1形式を積分することを考えよう．積分を行
う曲線を

x = x(t) , y = y(t)

と 1変数 tでパラメータ表示する．曲線上の積分の始点を P0とし終点を
P1とする．このときパラメータ tを調整すると P0 = (x(0), y(0)), P1 =

(x(1), y(1))とおくことが可能である．微分形式A = Axdx + Aydyの曲線
上の積分を

∫ P1

P0

A =
∫ 1

0
dt

[
Ax(x(t))

dx

dt
+ Ay(x(t))

dy

dt

]

この積分はパラメータ tに関する通常の 1次元積分である．また tの代わ
りに別のパラメータ t̃を用いても積分の値が変わらないことは

dt
dx

dt
= dt̃

dt

dt̃

dx

dt
= dt̃

dx

dt̃
9空間M やその部分空間は曲がった空間であってもよい．その場合は「空間」とい

う言葉の代わりに「多様体」という用語を使う方がより正確である．「多様体」について
は微分幾何の参考書を参照．
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などを用いると容易に確認できる．

次にこの 1形式が A = dF (F は 0形式)という形に書ける場合を考え
る．この場合上の積分は

∫ P1

P0

dF =
∫ 1

0
dt

[
dF

dx

dx

dt
+

dF

dy

dy

dt

]

=
∫ 1

0
dt

dF (x(t))

dt
= F (x(1))− F (x(0))

= F (P1)− F (P0) =
∫

[P1]−[P0]
F

つまり 0形式の積分の端点における値の差となる．ここで最後の表式は 0

形式の「積分」の形に書き換えたものである．

2次元積分とGreenの定理 一つ次元が上の同様の結果としてGreenの
定理がある．Greenの定理は

∫

D
dxdy

(
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y

)
=

∫

∂D
(Vxdx + Vydy)

のように書かれる．ここでDはR2上の閉じた領域，∂DはDの内部を左手
に見る方向に積分の方向を与えたDの境界である．ここでω = Vxdx+Vydy

と書くと簡潔に ∫

D
dω =

∫

∂D
ω

のように書かれる．

12.2 単体分割と一般次元の空間の積分

曲がった空間上での積分を定義する標準的な方法は単体分割を用いる
ものである．

単体 Rn+1でn+1個の点P0, P1, · · · , Pn を一般の位置，つまりどの 3点
も同一直線上にのらないようにとる．このとき n単体を

P =
n∑

i=0

tiPi , (ti ≥ 0,
n∑

i=0

ti = 1)

という点の集合として定義する．例えば n = 0の場合は一点P0, n = 1の
場合は 2点 P0, P1を結ぶ線分，n = 2の場合は 3点 P0, P1, P2を頂点と
する 3角形の内部である．n + 1点 P0, P1, · · · , Pn で定義される n単体を
(P0, P1, · · · , Pn)と書く．
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単体上の座標としては上で書いた t1, · · · , tnをとるのが自然である．こ
のとき単体はパラメータ領域 0 ≤ ti ≤ 1, 0 ≤ ∑n

i=1 ti ≤ 1で書き表される．

鎖 単体の形式和
c =

∑

i

ai∆i

(∆iは単体，aiは整数の係数) を鎖 (chain)と呼ぶ．特に n単体の和を n

鎖などと呼ぶ．鎖を使うとより一般的な図形を表現することができる．例
えば 3点 (P1, P2, P3)を頂点とする 3角形の周囲は 3辺の和として

(P0, P1) + (P1, P2) + (P2, P0)

と書かれる．またR2上に 4点P1, P2, P3, P4 を取ると，これらを頂点とす
る 4角形は 2単体の和 (2鎖)として

(P1, P2, P3)− (P2, P3, P4)

と書かれる．

ここで単体には向き (orientation)が定義されていることに注意する．例
えば 1単体 (P0, P1)は (P1, P0)の反対の向きを持つ．この状況を表すため
単体の前に符号を付けることにする．例えば (P1, P0) = −(P0, P1)である．
一般には

(Pσ(1), · · · , Pσ(n)) = (−1)σ(P1, · · · , Pn)

となる．

境界演算子 境界演算子 ∂は n鎖から n− 1鎖への線形写像であり，単体
に対して

∂(P0, · · · , Pn) =
n∑

i=0

(−1)i(P0, · · · , Pi−1, Pi+1, · · · , Pn)

と定義さる．（i番目の頂点が除かれている）一般の鎖 c =
∑

l al∆l (∆lは
単体，alは整数の係数) に対しては線形性を用いて ∂c =

∑
l al∂∆lと定義

を拡張する．例えば

∂(P0P1) = (P1)− (P0)

∂(P0P1P2) = (P1P2)− (P0P2) + (P0P1)

などとなる．

問題：上で与えた 4角形に対応する鎖 (P1, P2, P3)−(P2, P3, P4)に対して境
界演算子を作用し，4角形の周囲の 1単体の和 (P1P2)+(P2P4)+(P4P3)+

(P3P1) が現れることを確認せよ．
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境界演算子の基本的な性質はそれを 2回作用するとゼロになる

∂2 = 0

となる点である．これは外微分演算子とよく似ている．これは例えば

∂(∂(P0 · · ·Pn))

= ∂

(
n∑

i=0

(−1)i(P0 · · ·PiX · · ·Pn)

)

=
n∑

i=0

(−1)i




i−1∑

j=0

(−1)j(P0 · · ·PjX · · ·PiX · · ·Pn) +
n∑

j=i+1

(−1)j−1(P0 · · ·PiX · · ·PjX · · ·Pn)




= 0

と証明される．

鎖体上の積分 p形式

ω(x) =
1

p!

∑
µ1···µp

ωµ1···µp(x)dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

は p次元の空間X上で自然な積分を定義する．そのためXを互いに p次
元の共有部分空間を持たない部分空間に

X = X1 ∪ · · · ∪XL

のように分割され，各Xα (α = 1, · · · , L)は連続写像ϕα(t)により単体∆α

から
xµ = ϕµ

α(t) , x ∈ Xα

のように得られるものとする．このとき ωのX上の積分を

∫

X
ω =

L∑

α=1

∫

Xα

ω

∫

Xα

ω =
1

p!

∑
µ1···µp

∫

ti≥0,
∑

ti≤1
dpt ωµ1···µp(ϕα(t))

∂ϕµ1
α

∂t1
· · · ∂ϕµp

α

∂tp

=
∫

∆α

(ϕ∗αω)(t)

ここで ϕ∗αωは ωの ϕα による引き戻しで，単体上∆α上の微分形式を定
義している．単体上の積分はパラメータ ti (i = 1, · · · , p)上の通常の多次
元積分である．
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Stokesの定理 Greenの定理の p次元版の拡張を考える．まず p単体∆

上の積分考える．ωを (p− 1)形式とすると通常の部分積分により
∫

∆p

dω(p−1) =
∫

∂∆p

ω(p−1)

例えば p = 1の場合はこの定理は通常の部分積分の公式に一致する
∫ 1

0
dt

df(t)

dt
= f(1)− f(0) .

また p = 2の場合はGreenの定理に他ならない．

一般の空間X上の積分も引き戻しにより単体上の積分に帰着してしま
う．これは微分形式の外微分演算子 dが引き戻しで共変に振る舞うこと
の帰結である．このことから上の積分定理はそのまま多様体上の積分定
理に書き換えられ， ∫

X
dω(p−1) =

∫

∂X
ω(p−1)

という等式が成立する．これが (一般化された)Stokesの定理である．

微分形式の内積 p形式の間の内積は空間全体M の n次元積分を用いて

(ω, µ) =
∫

M
ω ∧ ?µ

(ω, µ ∈ Ωp(M))のように定義される．この内積は対称 (ω, ν) = (ν, ω) で
ある．

空間M に境界がない (∂M = 0)の場合は Stokesの定理により ω ∈
Ωp−1(M), ν ∈ Ωp(M)に対し，

(dω, ν) = (ω, δν)

が成立する．これは例えば

(dω, ν) =
∫

dω ∧ ?ν =
∫

M
d(ω ∧ ?ν) + (−1)p

∫

M
dω ∧ ?ν

=
∫

∂M
ω ∧ ?ν + (−1)np−n+1

∫

M
ω ∧ ?(?d ? ν) =

∫

M
ω ∧ ?δν = (ω, δν)

などとすると確かめられる．

電磁気学の作用 Maxwell方程式は微分形式を用いて dF = 0, δF = jと
簡明に書かれたがこれを運動方程式として導く作用汎関数も簡単な形

S[A] =
1

2
(dA, dA)− (j, A)
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になる．ここでゲージポテンシャルを用いて F = dAと書いている．こ
の形に書くことで dF = 0は自動的に満足される．この作用を Aについ
て変分 (A′ = A + εA1と書く)をとると

S[A′]− S[A] = ε ((dA, dA1)− (j, A1)) = ε ((δdA− j, A1))

となる．ここでO(ε2)は無視した．この式よりAに対する運動方程式δdA−
j = 0が導かれる．作用原理が電場や磁場を表す F の変分ではなくゲー
ジポテンシャルAで書かれることに注意する．

HomologyとCohomology 多様体Mの大局的な構造を見る目安とし
てHomologyとCohomologyがある．これらは外微分演算子 dと境界演算
子 ∂の共通する性質

d2 = 0 , ∂2 = 0

に基づくものである．

まずホモロジーとは空間M 上の鎖体Xであって

∂X = 0

を満たすがX = ∂Y という形に書けない部分空間を指す．つまりZp(M) =

{c|c ∈ p鎖体, ∂c = 0}，Bp(M) = {c| there exists b ∈ p− 1鎖体, c = ∂b}
として

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

と書かれる．このような元は有限生成の群をなし非自明なトポロジーを
持つ空間ではゼロでない．例えば10

H0(T
2) = Z , H1(T

2) = Z⊕ Z , H2(T
2) = Z ,

H0(S
2) = Z , H1(S

2) = 0 , H2(S
2) = Z .

一方コホモロジーとはp-形式でdω = 0を満たすもののうちω = dµと書
けるものを同一した線形空間を指す．つまりZp(M) = {ω ∈ Ωp(M)|dω = 0},
Bp = {ω ∈ Ωp(M)|there exists µ ∈ Ωp−1(M), ω = dµ} と書くと

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

ホモロジーの元とコホモロジーの元の間には積分を通じて自然な内積
が定義される．

c ∈ Hp(M) , ω ∈ Hp(M) →
∫

c
ω

10T2は 2次元トーラス，S2は 2次元球面を指す．またより正確に言うとホモロジー
群は鎖の係数として整数にするか実数にするかで異なる結果が得られるが，ここでは整
数係数の場合を書いている．
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ホモロジーやコホモロジーの元の取り方には不定性があるがこの内積に
は影響を与えないことに注意する

∫

c+∂b
ω =

∫

c
ω +

∫

b
dω =

∫

c
ω ,

∫

c
(ω + dµ) =

∫

c
ω +

∫

∂c
µ =

∫

c
ω

ここで Stokesの定理と dω = 0, ∂c = 0などを用いた．この内積を通じて
ホモロジー群とコホモロジー群は同型になる．
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